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要約：数学において、群とは、二項演算を備えた集合で、群の公理と呼ばれる条件を満たすもので

ある。群 Gの指数とは Gの任意の元 gに対して gn = e（単位元）となるような最小の数 nのことで

ある。群Gの部分集合 HがGの演算と同じ演算で群になるとき、HはGの部分群であるという。群

Gが可換群であるとは Gの任意の 2元 a、bに対して ab = baが成り立つことである。本論文の主定

理は「指数 3の無限群は無限可換部分群を持つ」ということである。この定理はバーンサイドの定
理とシローの定理を用いて証明することもできるが、ここでは、群論の初学者でも簡単に理解でき

るように、深遠な定理を用いない証明を与える。

1.群の定義

1.1 定義の前に
大学初年級で初めて群を学ぶ学生たちでも意識

していないだけで群の実例は知っている。整数、有

理数、実数、複素数、そのいずれかを和という演算

の入った集合ととらえればそれは群になっている。

有理数、実数、複素数、そのいずれかから 0を除い
た集合を積という演算の入った集合ととらえればそ

れは群になっている。

1.2 二項演算
既に「演算」や「和」や「積」という言葉を断り

なく用いた。ここで「二項演算」を定義しておこう。

定義 1. 集合 Aの 2つの元の組に集合 Aの 1つの元
を対応させる写像を A上の二項演算という。

実数の演算として通常用いられている和・差・積・

商を考えるとき、和は自然数上の二項演算であり、

差は整数上の二項演算であるが、差は自然数上の二

項演算ではない。3 − 5 = −2は自然数ではないから
である。同様に、積は実数上の二項演算であるが、

商は実数上の二項演算ではない。しかし商は 0を除
いた実数の二項演算にはなっている。

同様に nを 3以上の自然数として n項演算も定義

されるが、ここでは二項演算しか用いない。二項演

算を単に演算ということもある。

二項演算は写像による (a, b)の像（演算結果）を
あらわす記法があると便利である。実数の通常の積

などを考える場合にならって、一般の二項演算によ

る (a, b)の像を abと書き、aと bの積と呼ぶことが

多い。その場合写像の対応は (a, b) 7→ ab とあらわ

す。二項演算として実数の通常の和を考える場合な

どはその限りではなく (a, b) の像は a + b とあらわ

す。その場合写像の対応は (a, b) 7→ a + b とあらわ

し、aと bの和と呼ぶ。

1.3 群

定義 2. 単位元と呼ばれる特別な元をもつ集合G上

に二項演算 (a, b) 7→ ab が定義され、その演算が次

の性質をみたすとき、集合 G はその二項演算に関

して群をなすという。 考えている演算が明らかで

ある場合は単にGは群であるともいう。

（結合法則）Gの任意の元 a、b、cに対して

(ab)c = a(bc)

（単位元の性質）単位元を eとするとき、Gの任意

の元 aに対して

ae = ea = a
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（逆元の存在）Gの任意の元 aに対して

ab = ba = e

となるような Gの元 bが存在する。（このよう

な bは 1つに定まり aの逆元といい、a−1 とあ

らわす。）

注意 3. 以降、eは単位元をあらわすものとする。

例 4. 整数 Z、有理数 Q、実数 R、複素数 Cのそれぞ
れは、通常用いられている和 (a, b) 7→ a + b に関し

て群をなす。単位元は 0である。次が成り立つこと
は容易に確かめられる。Zの任意の元 a、b、cに対

して

(a + b) + c = a + (b + c)

a + 0 = 0 + a = a

a + (−a) = (−a) + a = 0

例 5. 有理数 Q、実数 R、複素数Cのそれぞれは、通
常用いられている積に関して群をなすことはない。

結合法則はみたすが、単位元の性質をみたす特定の

元が存在しない。0以外の aに対して a×x = x×a = a

をみたすものは 1 のみで 1 が単位元の最終候補で
あるが 1 × 0 = 0 × 1 = 0なので 1も単位元にはなり
えない。

例 6. 有理数 Q、実数 R、複素数 Cのそれぞれから
0を除いたものは、通常の積に関して群をなす。単
位元は 1である。

例 7. 実数を成分とする n次正方行列のうち行列式

が 0でないものからなる集合を G とおく。 G の演

算として通常用いられている積を用いれば G はそ

の積に関して群をなす。単位元は単位行列である。

aの逆元は aの逆行列である。この群を GL(n,R)で
あらわす。

1.4 部分群

定義 8. 群 G の部分集合 H が群 G と同じ演算に関

して群となるとき、HはGの部分群であるという。

例 9. 実数 Rを通常の和に関して群とみるとき、整
数 Zは Rの部分群である。

1.5 可換群

定義 10. 群 Gの 2つの元 a、bに対して

ab = ba

が成立するとき、aと bは可換であるという。

定義 11. 群 Gの任意の元 a、bに対して

ab = ba

が成り立つとき、群 Gは可換であるという。

例 12. 整数が通常の和に関してなす群は可換群で
ある。

例 13. n ≧ 2のとき、GL(n,R)は可換群ではない。

1.6 指数 nの群

まず実数の累乗にならって群の元の累乗を定義し

よう。

定義 14. a を群 G の元とし、n を 2 以上の自然数
とするとき、n個の aの積 a · · · a︸︷︷︸

n 個

を an とあらわす。

n = 0, 1 の場合は別に次のように定める。a1 = a、

a0 = e。

定義 15. 群 G の任意の元 aに対して an = eとなる

ような nのうち最小のものが 3であるとき、Gは指

数 3の群であるという。

例 16. aを単位元 eと異なるものとし、a2 , a、a3 = e

と定めると G = {e, a, a2}は指数 3の群である。

2.主定理

2.1 主定理の主張
以上の準備で、主定理の主張を理解することがで

きる。

定理 17. 指数 3の無限群が無限可換部分群をもつ

指数 3の群の例として先ほど示したものは有限群
であった。いくつかの準備をしてから指数 3の無限
群の例を示そう。

定義 18. nを 0以上の整数とするとき、nを 3で割っ
たあまりを [n]3 であらわし、

F3 = {[0]3, [1]3, [2]3}

とおく。

注意 19. F3 には自然に和と積

[m]3 + [n]3 = [m + n]3

[m]3 × [n]3 = [m × n]3

が定義される。

定義 20.

F3[X] =

 ∞∑
n=0

anXn

∣∣∣∣∣∣∣ an ∈ F3 (n = 0, 1, 2, . . .)
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例 21.

G =



1 a b

0 1 c

0 0 1


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a, b, c ∈ F3[X]


とおくと Gは指数 3の無限非可換群である。

A =



1 0 b

0 1 0
0 0 1


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ b ∈ F3[X]


は Gの無限可換部分群である。

3.主定理の証明とその準備

3.1 指数 3の群の共役類は可換
定理の証明に重要な役割を果たす補題を述べる

ために準備をする。

定義 22. 群 G の元 a、b に対して b = g−1ag となる

ような G の元 g が存在するとき、g−1ag を ag であ

らわす。aと bは共役であるという。

また、aと共役な元全体を aの共役類といい、 aG

であらわす。すなわち

aG = {ag | g ∈ G}

補題 23. Gを指数 3の群、 aを Gの元とするとき、

aG の任意の 2元は可換である。

この補題を示す前にいくつかの性質を述べてお

く。

命題 24. G を指数 3の群、a、gを G の元とすると

き、次が成り立つ。

g−1 = g2

(ag)−1 = (ag)2

(ag)−1 = g2a2

補題 23を示す前に、補題の特殊な場合の命題を
述べ、証明しておく。

命題 25. Gを指数 3の群、 aを Gの元とするとき、

共役類 aG の元と aは可換である。

証明 26. gを Gの元とするとき、

aag

= ag2ag

= ag2ag2g2

= (ag2)−1g2

= ga2g2

また

aga

= (g2ag)a

= g(ga)(ga)

= g(ga)−1

= ga2g2

よって

aag = aga

ここで、もし群の同型や同型写像についての知識

があれば命題 25から補題 23は直ちに導かれるのだ
が、ここではきちんと示しておく。

証明 27. 補題 23を証明する。h, gをGの元とする。

ahag

= (h−1ah)(g−1ag)

= h−1ahg−1ag(h−1h)

= h−1a(hg−1)a(gh−1)h

ここで ĝ = gh−1 とおけば ĝ−1 = hg−1 となるので

h−1a(hg−1)a(gh−1)h

= h−1(aaĝ)h

ここで命題 25をもちいれば

h−1(aaĝ)h

= h−1(aĝa)h

= h−1ĝ−1aĝah

= h−1ĝ−1aĝah

= h−1hg−1agh−1ah

= agah

3.2 指数 3の群の共役類が生成する群は可換
指数 3の群の共役類は可換となった。しかしこれ
は群ではない。これを拡大して群にしたものが重要

な役割を果たす。そこで一般の群で部分集合を拡大

して群にすることを定義する。

定義 28. 群 G の部分集合 S に対し、S の元あるい

は S の元の逆元を有限個とり、それらの積をとった

ものの集合を S で生成される部分群といい ⟨S ⟩ で
あらわす。すなわち

⟨S ⟩ =
{
sσ1

1 sσ2
2 · · · s

σn
n | nは自然数, sn ∈ S , σn = ±1

}
注意 29. ⟨S ⟩は群になる。

211



命題 30. S の任意の 2元が可換なら ⟨S ⟩は可換群と
なる。

証明 31. 命題 30を証明する。S の任意の 2元 a, bが

可換なとき aと b−1 が可換なことがいえればよい。

ab−1 = (b−1b)ab−1

= b−1(ba)b−1

= b−1(ab)b−1

= b−1a

以上のことから次のことが分かる。

命題 32. 群Gを指数 3の群とし、aをGの元とする

とき、⟨aG⟩は Gの可換部分群である。

以上のことから指数 3の群の元 aG が無限の場合

については定理が成立することがわかる。残る問題

は aG が有限の場合である。

3.3 中心化群、剰余類
一般に共役類 aGが大きいとき、aと可換な元の集

合（aの中心化群という）はある意味で逆に小さく

なる。そのことを正確に述べるための準備をする。

定義 33. 群Gの元 aと可換であるようなGの元の集

合を aの中心化群といい、CG(a)あるいは単に C(a)
であらわす。すなわち

CG(a) = C(a) = {g ∈ G | ag = ga}

定義 34. g を群 G の元とし、H を群 G の部分群と

するとき、Hg = {hg | h ∈ H}の形の集合を Gにおけ

る H による右側剰余類あるいは右剰余類という。

注意 35. 文献によっては Hgを左側剰余類あるいは

左剰余類というので注意が必要である。両側剰余

類という概念もあり、その言葉と整合をとるなら左

（側）剰余類というのがよさそうだが、右（側）剰

余類という本が多いようなのでそれに従った。

２つの剰余類は共通部分を持てば一致する性質

がある。

命題 36. g1, g2 を群Gの元とし、Hを群Gの部分群

とするとき、Hg1 ∩ Hg2 , ∅ならば Hg1 = Hg2

証明 37. 命題を証明する。Hg1 ∩Hg2 の元は Hのあ

る元 h1, h2 を用いて h1g1 = h2g2 とあらわすことが

できる。すると g2 = (h2)−1h1g1 となり、

Hg2 = H((h2)−1h1g1) = H(h1g) = Hg1

となることがわかる。

以上のことから次のことがわかる。

注意 38. 群 Gは共通部分を持たない右側剰余類の

和集合であらわすことができる。

定義 39. H を群 G の部分群とするとき、G におけ

る Hによる右側剰余類全体の集合をG/Hであらわ

す。すなわち

G/H = {Hg | g ∈ G}

またG/Hの濃度（元の個数）を部分群 HのGでの

指数といい、(G : H)であらわす。すなわち

(G : H) = |G/H |

これで共役類の大きさと中心化群の大きさが相反

する傾向にあることを正確に記述する準備が整った。

命題 40. 群 Gの元 aに対して

| aG | = (G : C(a))

証明 41. 命題を証明する。aGの元とG/Hの元に 1対
1の対応をつければよい。自然な対応 g−1ag 7→ C(a)g
が 1対 1の対応になることを示せばよい。全射は明
らかなので単射であること、すなわち異なる元が

この対応で異なる元に移ることを示せばよい。g、h

を Gの元とするとき、

g−1ag , h−1ah

agh−1 , gh−1a

gh−1 < C(a)

C(a)gh−1 , C(a)

C(a)g , C(a)h

これで aG が小さいとき、G/C(a)も小さく、それ
にはC(a)が大きくなければならないことがわかる。

命題 42. aを無限群 Gの元とするとき、 aG が有限

集合であるならば、a の中心化群 C(a) は無限群で
ある。

証明 43. | aG | = |G/C(a) | より |G/C(a) | は有限であ
る。G は共通部分を持たないような有限個の C(a)
による剰余類の和集合としてあらわされる。C(a)に
よる剰余類は全て濃度が等しいので、C(a) が有限
集合だとGも有限集合となるので矛盾。よってC(a)
は無限集合である。

共役類が全て有限なら、全ての元の中心化群は無

限であり、可換であるような元の列 {ai}をとってい
けそうであるが、この列が有限でとまらないために

は、C(a1)∩ · · · ∩C(an)が十分大きくなければならな
い。このことを正確に述べるための準備をする。
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命題 44. H、K が群 Gの指数有限の部分群のとき、

H ∩ K も Gの指数有限の部分群である。

証明 45. (G : H)が有限で H ⊂ ⟨H ∪K⟩ ⊂ Gであるか

ら、(⟨H ∪ K⟩ : H)は有限である。a、bを ⟨H ∪ K⟩の
元とするとき、Ha ∩ Kbは c ∈ Ha ∩ Kbなる cを用

いて (H ∩ K)cとあらわせることに注意すると、

(⟨H ∪ K⟩ : H) = (K : H ∩ K)

であることがわかり、(K : H ∩ K) が有限となるこ
とがわかる。このことと (G : K)が有限であること
より (G : H ∩ K)は有限であることがわかる。

補題 46. 群 G の任意の共役類が有限のとき、群 G

の可換な元の無限列 {ai}をとることができる。

証明 47. Gから任意に元を選び a1 とおく。C(a1)は
無限集合なので a1 と異なる元 a2 を C(a) から選ぶ
ことができる。C(a1) ∩ C(a2)は Gの部分群となり、

(G : C(a1)∩C(a2))は有限なので、C(a1)∩C(a2)は無
限集合であり、そこから a1, a2と異なる元 a3を選ぶ

ことができる。以下同様にすれば、可換な元の無限

列 {ai}をとれることがわかる。

3.4 主定理の証明

証明 48. 主定理を証明する。群 G の指数は 3 なの
で、補題 23より全ての共役類は可換である。共役
類に無限であるようなもの aG があれば、命題 30よ
り ⟨aG⟩が無限可換部分群となる。共役類が全て有
限の場合、補題 46より可換な無限列 {ai}がとれる
ので、やはり命題 30より ⟨{ai}⟩が無限可換部分群と
なる。いずれの場合でも無限可換部分群の存在がい

える。

4.終わりに

「指数 3の無限群は無限可換部分群をもつか」。
この問題に接したのは 20年以上昔のことである。
初等的な証明ができると予想し、すぐに証明するこ

とができた。出題された方は数学基礎論の研究者

で、有限群の知識を使えば証明できると踏んでお

られ、後に実際にその方針で証明された。元々は別

の問題から派生して考えられた問題であったが、大

元の問題が何だったか思い出せず、継続した考察を

せずに時が経過してしまった。ある時ネット上で数

学基礎論を群論に応用している話題の解説を見た。

その中の証明のついていない命題の証明を考えて

いたら、「指数 3の無限群は無限可換部分群をもつ」

ことを利用すればその命題が証明できることに気

づき久しぶりにこの話題を思い出した。折角なので

折に触れて何人かの方に話題にしてみた。数学基礎

論の研究者に話題提供した際に、初等的な証明で

なく、前述の有限群の知識を用いる手法で証明を付

けた方もおられた。初等的な証明をする方がなか

なか見つからなかったが、本学の関口晃司先生に話

題提供したところ、興味を持たれ、いくつかの質問

をされ、他に関連する話がないか考えて下さり、何

か見つかったら共著で論文を書こうと約束をかわし

たが、誠に残念なことに関口先生は亡くなられた。

関口先生が初等的な方法で証明をつけて下さってい

たことを知ったのは亡くなられた後のことである。

改めて関口先生のご冥福をお祈りする。もう関口先

生との約束は果たせないので、関連する話題の有

る無しにこだわらず現状までのところをまとめる

ことにした。有限群の研究者にも話題提供してみ

たが、このようなことはあまり考えられていない

のではないかというコメントを頂いた。初等的な

証明は広く知られているわけではないようなので、

それを知らせるだけでも少しは意味があると考え

た。少しでも書く意義を大きくするために、仮想読

者を群論初学者として、その勉強道具の一つの材料

となりうることを心掛けた。定義はこの話題に沿う

ような形に変えたものがある。正規部分群や同型定

理など初学者に紹介するのに適当な話題を絡めて

書くことも出来たが、紙数の関係でそれは控えるこ

とにした。それらが良かったどうかは、現時点では

わからない。
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Abstract: In mathematics, a group is a set equipped with a binary operation which combines any two elements to form
a third element under some conditions called the group axioms. The exponent of a group G is the least natural number n

such that gn = e (the identity element) for all g ∈ G. A subset H of a group G is called a subgroup of G if H also forms a
group under the same operation of G. A group G is a commutative group, if ab = ba for all a, b ∈ G. The main theorem of
this paper is as follows: A group of exponent 3 has a infinite commutative subgroup. We can prove this theorem by using
the Burnside Theorem and Sylow Theorem, but we will show a proof without profound theorems, so that even beginners
of group theory should be able to easily understand it.
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