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第 1 章 

緒言 

 

1.1 研究背景 

1.1.1 航空機開発における数値流体力学 

 現在の航空機の設計開発ではその空力性能の評価のために数値流体力学が重要な役割を果

たしている．航空機の離陸から巡行時、そして着陸までを通して求められる視点や空力性能の

評価精度や流動現象の解像度は多様でありまたその用途にもよって異なる．CFD から得られ

る航空機まわりの流動情報や空力係数値は非常に有用で，多彩な情報源ともなる．そういった

解析を実現するための手法の一つとして，複雑な航空機形状であっても非常に柔軟に適合可能

な非構造計算格子と，実運用可能な演算量メモリ量に抑えた高次精度計算手法の組み合わせ理

想的である．こういった手法であれば，機体の表面形状に適合するための三角形表面格子と壁

面近傍の境界層流れの解像のため非常に細かい層状の四角形格子によって航空機近傍を流動

に即して解くことができる．また機体と干渉したことでの誘起される様々なスケールを持つ渦

運動や乱流，音波や衝撃波，膨張波を含む流れであっても非構造格子の適応と高次精度解法の

組み合わせは有効である． 

 

1.1.2 高次精度計算手法 

 従来，非構造格子を用いた計算手法には有限体積法が用いられてきた．有限体積法は様々な格

子形状に対して保存則を厳密に遵守することができ，計算コストも比較的低い．有限体積法では

セル境界面の流束を自セル外部の情報（ステンシル）を用いて再構築することで高次精度化する．

代表的な高次精度化手法としては ENO 法[1]や WENO 法[2]があり非構造格子にも拡張されてい

る．このように有限体積法では様々な高次精度化手法が提案されているが問題点もある．非構造

格子を用いた際，定式通りの精度を得ることが難しい点である．構造格子の場合，格子は規則的

に並んでいるため高次精度化に用いるステンシルは容易に選択できる．しかし非構造格子の場

合，格子は不規則なためステンシルの選び方が自明でなく定式通りの精度が得られにくい．また，

外部のステンシルを用いるため並列計算時の通信コストが増加し並列化効率が低下する．これ

らの問題から，非構造格子でも高次精度化が容易な計算手法の開発が進められてきた． 

 代表的な非構造高次精度スキームが不連続ガレルキン法（Discontinuous Galerkin method, DG 法）

[3]である．DG 法はセル内に基底関数と自由度を導入し，その線形和からセル内の保存量分布を

構築する．セル境界面の流束は保存量分布から求めるためコンパクトな計算手法である．しかし

DG 法は計算コストが著しく増大する．これは DG 法では支配方程式を弱形式化し体積積分と面
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積分を解き，さらに積分を解く際にガウス求積法を使用するためである． 

2007 年、流束再構築法（Flux Reconstruction method, FR法）[4]が提案された．FR法ではセル

内にノード点を導入し，ラグランジュ補間を用いて保存量分布を構築する．FR 法は微分型の保

存則を解くため，セル境界面の流束を求めた後，修正関数を使用して隣接セルと連続な流束分布

を再構築する．修正関数には任意性があり選択する修正関数によって他の非構造高次精度手法

（スペクトル差分法[5]，nodal DG 法[6]）を回復することができる．このように FR 法は柔軟性

が高いことから，近年盛んに研究が行われており，航空機の空力評価や音響問題へも適応され素

晴らしい成果を示している[7, 8]．一方で，計算コストは DG 法と比較して低減されたが修正関

数を用いるため以前として高い傾向にある．そこで，修正関数を用いずに流束分布を再構築する

手法である直接流束再構築法（Direct Flux Reconstruction method, DFR 法）[9]が提案された．DFR

法は Romero らによって六面体，四面体へ拡張された[10]が，リズムへの拡張やハイブリッド非

構造格子を用いた流体計算はなされていない．我々の研究グループではこれまで，2 次元構造格

子対応の圧縮性 DFR 計算コードを構築し，WENO 法と同程度の精度が得られる事を確認した． 

 

1.2 研究目的 

 本研究では DFR 法によるハイブリッド非構造格子を用いた高次精度流体計算コードの構築を

目的とする．まず，既存コードの四面体，プリズム格子への拡張について示す．また，3 次元移

流拡散問題を対象とした計算コードの開発とその検証を行う．最後に平板境界層問題を対象に

粘性計算をし，厳密解との比較を行う． 
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第 2 章  

数値計算法 
 

2.1 支配方程式 
 3 次元線形移流拡散方程式を考える． 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝛁𝑥 ∙ 𝒇 = 0 (2.1) 

流束ベクトル fは移流項と拡散項の流束に分けられ次式のように表せる． 

𝒇𝒄 = 𝒄𝑢 (2.2) 

𝒇𝒗 = 𝐷𝛁𝑥𝑢 (2.3) 

ここで cは移流速度ベクトル，D は拡散係数を表す．物理座標系（x,y,z）に生成した任意の格

子を参照座標系（r,s,t）に変換する．図 2.1 に六面体の座標変換の模式図を示す．参照座標系で

の線形移流方程式は次式のように与えられる． 

𝑑𝑢𝑛
𝑑𝑡

+
1

|𝑱𝑛|
𝛁𝒓 ∙ 𝒇̂𝑛 = 0 (2.4) 

𝒇̂𝑛 = |𝑱𝑛|𝑱𝑛
−𝟏𝒇𝑛 (2.5) 

ここで，n はセルのインデックスである．座標変換のヤコビ行列は𝑱 = 𝜕(𝑥, 𝑦, 𝑧)/𝜕(𝑟, 𝑠, 𝑡)と定義

する．また，^付きの変数は参照座標系で定義される変数である． 

 

図 3.1 六面体の座標変換 

 

2.2 3 次元 DFR 法 

2.2.1 移流項の離散化 

六面体を使用した際の DFR 法の手順を示す．DFR 法では参照座標系において各セル内に

Solution Point（SP）と呼ばれる内点を導入する．本研究ではガウス点を SP とする．n 番セルに

ついて参照座標系の i,j,k を各方向のお SP のインデックスとして SP 上の保存量は𝑢̂𝑛,𝑖,𝑗,𝑘と書け
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る．次式のように各方向のラグランジュ多項式のテンソル積から，セル内の保存量分布を得る． 

𝑢̂𝑛 = ∑ 𝑢̂𝑛,𝑖,𝑗,𝑘𝑙𝑖(𝑟)𝑙𝑗(𝑠)𝑙𝑘(𝑡) 

𝑃+1

𝑖,𝑗,𝑘=1

(2.6) 

𝑙𝑖(𝑟) =∏
𝑟 − 𝑟𝑚
𝑟𝑖 − 𝑟𝑚

𝑝+1

𝑚=1
𝑚≠𝑖

(2.7) 

ここで p は多項式の次数を示し，各方向に P+1 個の SP を用いることで P+1 次の空間精度が得

られる． 

 移流項の計算手順を示す．説明の簡単化のため，各 SP における流束の r 方向微分のみを示

す．流束分布は隣接セルと分布を連続にする必要があるため，セル境界の流束を用いて流束分

布を再構築する．本研究では風上側の値を用いてセル境界の流束を求めた．流束の r 方向微分

は次式より得られる． 

𝜕𝑓𝑟𝑛
𝜕𝑟

= ∑ ‖𝒏0,𝑗,𝑘‖𝑓𝑛,(0,𝑗,𝑘)
𝐼 𝑑𝑙0(𝑟)

𝑑𝑟
 𝑙𝑗(𝑠)𝑙𝑘(𝑡) 

𝑃+1

𝑗,𝑘=1

+ ∑ 𝑓𝑛,(𝑖,𝑗,𝑘)
𝑑𝑙𝑖(𝑟)

𝑑𝑟
𝑙𝑗(𝑠)𝑙𝑘(𝑡) 

𝑃+1

𝑖,𝑗,𝑘=1

+

∑ ‖𝒏𝑃+2,𝑗,𝑘‖𝑓𝑛,(𝑝+2,𝑗,𝑘)
𝐼

𝑑𝑙𝑝+2(𝑟)

𝑑𝑟
 𝑙𝑗(𝑠)𝑙𝑘(𝑡) 

𝑃+1

𝑗,𝑘=1

(2.8)

 

𝒏𝑖,𝑗,𝑘 = |𝑱𝑛,𝑖,𝑗,𝑘|𝑱𝑛,𝑖,𝑗,𝑘
−𝑻 𝒏̂𝑖,𝑗,𝑘 (2.9) 

ここで，𝑓𝐼はセル境界の流束，𝒏̂𝑖,𝑗,𝑘は参照座標系における外向き法線ベクトルを示す．s,t 方向

微分も同様の手順で求められる． 

四面体格子は図 3.2 に示す直角二等辺三角形と正三角形からなる参照座標系に変換する．四

面体内の SP は Shunn らが導出した求積点[11]を使用する．四面体セル内には(P+1)(P+2)(P+3)/6

個の SP を持ち，P 次の近似多項式から空間 P+1 次精度が得られる．参照座標系内において次

式のようにセル内の保存量分布𝑢̂𝑛を得る．[9, 10] 

 

図 3.2 四面体の座標変換 

𝑢̂𝑛 = ∑𝑢̂𝑛,𝑗𝐿𝑗(𝑟, 𝑠, 𝑡) 

𝑁𝑆𝑃

𝑗

(2.10) 

ここで，j は SP のインデックス，𝑁𝑆𝑃はセル内の SP の総数，𝐿𝑗は 3 次元ラグランジュ多項式で
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ある．ラグランジュ多項式の導出は付録 A に示す． 

次に移流項の計算手順を示す．流束分布の再構築には四角形や六面体ではラグランジュ補間

を用いるが，四面体では Raviart-Thomas（RT）基底関数ベクトル𝝍𝑘 [12]を使用する．基底関数

がベクトルであるため，四面体内の流束を 3 次元的に再構築することができる．流束分布の発

散は次式で与えられる． 

∇ ∙ 𝒇̂𝑛 = ∑ 𝑓𝑘(𝛁𝐫 ∙ 𝝍𝑘(𝒓))

𝑁𝑅𝑇
𝑡𝑒𝑡

𝑘=1

(2.11) 

𝑓𝑘 =

{
 
 

 
 
|𝑱𝑛,𝑘|𝑱𝑛,𝑘

−𝟏 𝒇𝑛,𝑗 ∙ 𝒆𝑟                    𝑘 ≤ 𝑁𝑠𝑝  

|𝑱𝑛,𝑘|𝑱𝑛,𝑘
−𝟏 𝒇𝑛,𝑗 ∙ 𝒆𝑠        𝑁𝑠 < 𝑘 ≤ 2𝑁𝑠𝑝

|𝑱𝑛,𝑘|𝑱𝑛,𝑘
−𝟏 𝒇𝑛,𝑗 ∙ 𝒆𝑡    2 𝑁𝑠𝑝 < 𝑘 ≤ 3𝑁𝑠𝑝

‖𝑛𝑘‖𝑓𝑘
𝐼                                     𝑘 > 3𝑁𝑠𝑝

(2.12) 

ここで𝑁𝑅𝑇
𝑡𝑒𝑡は RT 基底関数ベクトルの数を表し(P+2)(P+3)(P+5)/6 個持つ．𝒆は各方向の単位ベ

クトルである．RT 基底関数ベクトルの発散𝛁𝑟 ∙ 𝝍𝑘の導出を示す．まず，単項基底𝝓ℎを𝝍𝑘の線

形結合として表す．単項基底の数は RT 基底関数ベクトルの数と一致する．単項基底の導出方

法は付録 B に示す． 

𝝓ℎ(𝒓) = ∑ 𝑎ℎ,𝑘  𝝍𝑘(𝒓)

𝑁𝑅𝑇
𝑡𝑒𝑡

𝑘=1

(2.13) 

𝑎ℎ,𝑘 = 𝝓ℎ(𝒓) ∙ 𝒏̂𝑘 (2.14) 

式(2.13)の両辺に𝛁𝑟の内積を取ると， 

𝛁𝑟 ∙ 𝝓ℎ(𝒓) = ∑ 𝑎ℎ,𝑘𝛁𝑟 ∙  𝝍𝑘(𝒓)

𝑁𝑅𝑇
𝑡𝑒𝑡

𝑘=1

(2.15) 

従って， 

𝛁𝑟 ∙ 𝝍𝑘(𝒓) = ∑ 𝑎ℎ,𝑘
−1𝛁𝑟 ∙  𝝓ℎ(𝒓)

𝑁𝑅𝑇
𝑡𝑒𝑡

ℎ=1

(2.16) 

 プリズム格子は，図 3.3 に示す直角二等辺三角形と正三角形からなる参照座標系へ変換し，

保存量分布と流束分布の再構築を行う．セル内の保存量分布𝑢̂は次式から得られる． 
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図 3.3 プリズムの座標変換 

𝑢̂𝑛 = ∑∑𝑢̂𝑛,𝑖,𝑗𝐿𝑗(𝑟, 𝑡)𝑙𝑖(𝑠) 

𝑁𝑡𝑟𝑖

𝑗=1

𝑃+1

𝑖=1

(2.17) 

ここで，𝐿𝑗は 2 次元，𝑙𝑖は 1 次元のラグランジュ多項式である．プリズムセル内の SP は，図 3.4

のように s 方向に p+1 個のガウス点位置に Willian らが導出した三角形の求積点 [13]を

(P+2)(P+3)/2 個分布させる．𝑁𝑡𝑟𝑖は三角形の求積点の数を表す． 

 

図 3.4 プリズムセルの SP の例(P=3) 

流束分布の再構築は，r,t 方向は RT 基底関数ベクトル，s 方向は式(2.8)と同様の手順より再構

築する． 

𝜕𝑓𝑟 
𝜕𝑟

+
𝜕𝑓𝑠 
𝜕𝑡

= ∑∑ 𝑓𝑖,𝑘 (
𝜕𝜓(𝑟) 𝑘
𝜕𝑟

+
𝜕𝜓(𝑡) 𝑘
𝜕𝑡

)

𝑁𝑅𝑇 
𝑡𝑟𝑖

𝑘=1

𝑝+1

𝑖=1

(2.18) 

𝑓𝑖,𝑘 = {

|𝑱𝑛,𝑘|𝑱𝑛,𝑘
−𝟏 𝒇𝑛,𝑗 ∙ 𝒆𝑟                      𝑘 ≤ 𝑁𝑡𝑟𝑖

|𝑱𝑛,𝑘|𝑱𝑛,𝑘
−𝟏 𝒇𝑛,𝑗 ∙ 𝒆𝑡        𝑁𝑡𝑟𝑖 < 𝑘 ≤ 2𝑁𝑡𝑟𝑖

‖𝑛𝑘‖𝑓𝑘
𝐼                                     𝑘 > 2𝑁𝑡𝑟𝑖  

(2.19) 

𝜕𝑓𝑠̂
𝜕𝑠

= ∑{‖𝒏𝑖,0‖𝑓𝑖,0
𝐼
𝑑𝑙0(𝑠)

𝑑𝑠
+∑𝑓𝑖,𝑗

𝑑𝑙𝑖(𝑠)

𝑑𝑠

𝑃+1

𝑗=1

+ ‖𝒏𝑖,𝑃+2‖𝑓𝑖,𝑃+2
𝐼

𝑑𝑙𝑃+2(𝑠)

𝑑𝑠
} 

𝑁𝑡𝑟𝑖

𝑖=1

(2.20) 

ここで，𝑁𝑅𝑇 
𝑡𝑟𝑖は RT 基底関数ベクトルの数を表し(𝑃 + 3)(𝑃 + 5)個持つ． 
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2.2.2 拡散項の離散化 

六面体での拡散項の計算手順を示す．保存量 u の r 方向微分の計算手順を示す．保存量分布

を隣接セルと連続にする必要があるため，セル境界の保存量を用いて再構築する．なお，セル

境界の保存量は次のように定義する． 

𝑢𝐼 = {

𝑢− + 𝑢+

2
 (On 𝜕Ω𝑖) 

𝑢𝑏          (On 𝜕Ω𝑏)

(2.21) 

ここで，𝜕Ω𝑖は計算領域内部のセル境界面，𝜕Ω𝑏は境界条件に接するセル境界面を示す．また，

上添え字の-と+は自セルと隣接セルの値を示し，下添え字の b は境界条件で与えられる値を示

す．保存量の r 方向微分は次式より得られる． 

𝜕𝑢̂

𝜕𝑟
= ∑ ‖𝒏0,𝑗,𝑘‖𝑢̂𝑛,0,𝑗,𝑘

𝐼
𝑑𝑙0(𝑟)

𝑑𝑟
 𝑙𝑗(𝑠)𝑙𝑘(𝑡) 

𝑃+1

𝑗,𝑘=1

+ ∑ 𝑢̂𝑛,𝑖,𝑗,𝑘
𝑑𝑙𝑖(𝑟)

𝑑𝑟
𝑙𝑗(𝑠)𝑙𝑘(𝑡) 

𝑃+1

𝑖,𝑗,𝑘=1

+ ∑ ‖𝒏𝑃+2,𝑗,𝑘‖𝑢̂𝑛,𝑝+2,𝑗,𝑘
𝐼

𝑑𝑙𝑝+2(𝑟)

𝑑𝑟
 𝑙𝑗(𝑠)𝑙𝑘(𝑡) 

𝑃+1

𝑗,𝑘=1

              (2.22) 

s,t 方向微分も同様の手順で求められる．物理座標系への変換は次式の通りである． 

𝛁𝑥𝑢𝑛,𝑖,𝑗,𝑘 = 𝑱𝒏,𝒊,𝒋,𝒌
−𝑻 𝛁𝑟𝑢̂𝑛,𝑖,𝑗,𝑘 (2.23) 

ラグランジュ補間を用いてセル内の求めた保存量の勾配の分布を構築する．r方向のみ示す． 

𝜕𝑢̂𝑛
𝜕𝑥

= ∑
𝜕𝑢̂𝑛,𝑖,𝑗,𝑘

𝜕𝑥

𝑃+1

𝑖=1

𝑙𝑖(𝑟)𝑙𝑗(𝑠)𝑙𝑘(𝑡) (2.24) 

 四面体での拡散項の計算手順を示す．x 方向の保存量勾配はセル境界の値を用いて次式のよ

うに計算できる． 

𝜕𝑢𝑛
𝜕𝑥

=
1

|𝑱𝑛,𝑘|
∑ 𝑓𝑘(𝛁 ∙ 𝝍𝒌(𝒓)

𝑁𝑅𝑇
𝑡𝑒𝑡

𝑘=1

) (2.25) 

𝑓𝑘 =

{
 
 

 
 
(|𝑱𝑛,𝑘|𝑱𝑛,𝑘

−𝟏 𝒆𝑥 ∙ 𝒖𝑛,𝑗) ∙ 𝒆𝒓              𝑘 ≤ 𝑁𝑠 

(|𝑱𝑛,𝑘|𝑱𝑛,𝑘
−𝟏 𝒆𝑥 ∙ 𝒖𝑛,𝑗) ∙ 𝒆𝑠   𝑁𝑠 < 𝑘 ≤ 2𝑁𝑠

(|𝑱𝑛,𝑘|𝑱𝑛,𝑘
−𝟏𝒆𝑥 ∙ 𝒖𝑛,𝑗) ∙ 𝒆𝑡2𝑁𝑠 <  𝑘 > 3𝑁𝑠

‖𝑛𝑘‖𝑓𝑘
𝐼                                           𝑘 > 3𝑁𝑠

(2.26) 

𝑓𝑘
𝐼 = 𝒆𝑥𝑢𝑛,𝑘

𝐼 ∙ 𝒏̂𝑘 (2.27) 

ここで，𝒆𝒙は x 方向の単位ベクトル，𝑢𝑛,𝑘
𝐼 はセル境界面の保存量である．y,z 方向は式（25）の単

位ベクトルを y,z 方向にすることで計算できる．ラグランジュ補間を用いてセル内の保存量勾配

分布を構築する． 

∇𝑥𝑢̂𝑛 = ∑∇𝑥𝑢̂𝑛,𝑗𝐿𝑗(𝑟, 𝑠, 𝑡) 

𝑁𝑆𝑃

𝑗

(2.28) 

 プリズム格子の拡散項の計算手順は三角形面の保存量勾配は式（24）~（26），三角形の押し
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出し方向は（21）と同様である． 

セル境界面の拡散流束は BR2 法[14]を用いて求める．  

𝒇𝒗 = 𝐴𝑣𝛁𝑥𝑢 (2.29) 

ここで，𝐴𝑣はヤコビ行列であり， 

𝐴𝑣 =
𝜕𝒇𝒗
𝜕𝛁x𝑢

(2.30) 

となる．式（2.27）は物理座標系で定義されており，参照座標系では以下のように定義できる． 

𝒇̂𝑣 = 𝐴̂𝑣𝛁𝑟𝑢 (2.31) 

セル境界面の粘性流束𝑓𝐼は次式のように表現できる．セル間の跳びを考慮するためリフティン

グ演算子を導入する． 

𝑓𝑣
𝐼 = 𝐴̂𝑣𝛁𝑟𝑢

𝐼 + 𝜂𝑒𝛿̂
𝐼 (2.32) 

ここで，𝛿はリフティング演算子，𝜂𝑒は安定化係数を表している．安定化係数は過去の研究[26, 

27]よりセル境界面の数を𝑁𝑓として，𝜂𝑒 ≥ 𝑁𝑓を満たすとき安定する．拡散流束は次のように与

えられる． 

𝐴𝑣∇𝑥𝑢
𝐼 = {

(𝐴𝑣𝛁𝑥𝑢 ∙ 𝒏)
− − (𝐴𝑣𝛁𝑥𝑢 ∙ 𝒏)

+

2
 (On 𝜕Ω𝑖)

(𝐴𝑣𝛁𝑥𝑢 ∙ 𝒏)
−                                (On 𝜕Ω𝑏)

(2.33) 

法線ベクトル n は，𝒏− = −𝒏+であるため，自セルと隣接セルの平均値をとる．またリフティ

ング演算子は， 

𝛿̂ = 𝐴̂𝑣
𝑇𝒏̂ ∙ 𝒏̂(𝑢̂𝐼 − 𝑢̂−) (2.34) 

と与えられる．セル境界面のリフティング演算子も同様に隣接セルとの平均値をとる．SP と

セル境界の拡散流束を用いて隣接セルと連続な拡散流束を再構築する．再構築の手順は移流項

と同様である． 

以上より， DFR 法の半離散式は以下のようになる． 

・六面体 

𝑑𝑢𝑛,(𝑖,𝑗,𝑘)

𝑑𝑡
+

1

|𝑱𝑛|
(
𝜕𝑓𝑟𝑛,(𝑖,𝑗,𝑘)

𝜕𝑟
+
𝜕𝑓𝑠𝑛,(𝑖,𝑗,𝑘) 

𝜕𝑠
+
𝜕𝑓𝑡𝑛,(𝑖,𝑗,𝑘)

𝜕𝑡
) = 0 (2.35) 

・四面体 

𝑑𝑢𝑛,𝑖
𝑑𝑡

+
1

|𝑱𝑛|
∑ 𝑓𝑘(𝛁 ∙ 𝝍𝒌(𝒓𝑖)

𝑁𝑅𝑇
𝑡𝑒𝑡

𝑘=1

) = 0 (2.36) 

・プリズム 

𝑑𝑢𝑛,𝑖,𝑗

𝑑𝑡
+

1

|𝑱𝑛,𝑖,𝑗|
∑∑ 𝑓𝑖,𝑘 (

𝜕𝜓(𝑟𝑖,𝑗) 𝑘
𝜕𝑟

+
𝜕𝜓(𝑡𝑖,𝑗) 𝑘

𝜕𝑡
) +

𝜕𝑓𝑠,(𝑖,𝑗)

𝜕𝑠

𝑁𝑅𝑇 
𝑡𝑟𝑖

𝑘=1

𝑝+1

𝑖=1

(2.37) 

時間積分は TVD3 次精度ルンゲクッタ法[18]を用いる． 
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第 3 章  

DFR計算コード検証 

 

3.1 ３次元線形移流問題 

 不連続面を含まない関数である正弦波を初期条件として与え，3 次元線形移流問題に対して厳

密解との誤差を求めた．計算領域は0 ≤ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≤ 1の立方体とする．計算格子は計算領域を各方

向に 20 分割した六面体格子とし，さらに四面体，プリズムに分割する．また，四面体は格子

を不規則に配置したものも使用する．図 3.1 に使用した計算格子を示す．また，格子アスペク

ト比（AR）の影響を検証するため，z 方向に 1/1000 に圧縮した格子も用いる．計算条件は表

3.1 の通りである． 

 

(a) 六面体 

 

(b) 四面体 1 
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(c) 四面体 2 

 

(d) プリズム 

図 3.1 計算格子 

 

 

表 3.1 計算条件 

境界条件 周期境界 

移流速度 √3 

初期条件 𝑢𝑖𝑛𝑖𝑡 = sin(2𝜋(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)) 

クーラン数 0.1 

ステップ数 1000 

 

図 3.1 に四面体のみ，プリズムのみを使用した際の計算結果の図を示す．どの格子形状でも正
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弦波の移流が発散することなく解けていることが確認できた． 

 

(a) 四面体 

 

(b) 四面体 2 

 

(c)プリズム 

図 3.2 計算結果 

上図の結果に関して，図 3.2 に厳密解との比較結果を示す．左縦軸が厳密解を右軸は数値解

との局所誤差を表す． z 方向中心軸 x=y=0.5 を横軸とした．両格子とも，誤差の大きさが-5 乗

のオーダーに収まっていることが確認できた． 
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(a) 四面体 

 

 

(b) プリズム 

図 3.3 厳密解と誤差の関係 

図 3.3 にアスペクト比 1 のときの自由度と誤差 L2 ノルムの関係，表 3.2 に空間精度を示

す．ハイブリッド格子では，z<0.5 をプリズムそれ以外を四面体で埋めた．すべての格子形

状でおおよそ 4 次精度となることが確認できた．またハイブリッド格子のみ誤差が誤差の

増加が見て取れる． 
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図 3.4 自由度と誤差の関係(AR=1) 

 

 

 

 

表 3.2 空間精度(AR=1) 

格子形状 空間精度 

六面体 3.97 

四面体 3.99 

プリズム 4.26 

ハイブリッド 3.93 

 

格子アスペクト比 AR=1000 の際の結果を示す．まずプリズム格子の場合は空間精度，誤差と

もにアスペクト比 1 と同等となった．一方，四面体格子では，誤差が大きくなっている．空間

精度も所定の 4 次に達しなかった．アスペクト比 1000 での四面体の精度低下は，RT 基底関数

ベクトルの性質を含め，今後検討する必要がある．，実際の航空機の空力評価では高 AR 四面

体格子の生成を抑制すべきと考える． 
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図 3.5 自由度と誤差の関係(AR=1000) 

 

表 3.3 空間精度(AR=1000) 

格子形状 空間精度 

四面体 3.55 

プリズム 4.00 

 

3.2 3 次元移流拡散問題 

 正弦波を初期条件として与え，3 次元移流拡散問題に対して厳密解との誤差を求めた．拡散係

数 D は 0.01 とした．計算格子は前節の AR=1 の格子を使用し，計算条件は前節と同様である．

まず，図 3.4 に四面体，プリズムを使用した際の計算結果の図を示す．どちらの格子形状でも

正弦波の移流が発散することなく解けていることが確認できた． 
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(a) 四面体 

 

(b) プリズム 

図 3.6 移流拡散問題の計算結果 

 

 

上図の結果に関して，図 3.5 に厳密解との比較結果を示す．左縦軸が厳密解を右軸は数値解

との局所誤差を表す． z 方向中心軸 x=y=0.5 を横軸とした．四面体，プリズムともに誤差は-

5 乗のオーダーに収まっていることが確認できた． 
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(b) プリズム 

図 3.7 厳密解と誤差の関係（移流拡散問題） 

図 3.6 に自由度と誤差 L2 ノルムの関係，表 3.4 に空間精度を示す．すべての格子形状でお

およそ 4 次精度となることが確認できた． 

 

 

 

図 3.8 自由度と誤差の関係（移流拡散問題） 
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表 3.4 空間精度 

格子形状 空間精度 

四面体 3.98 

プリズム 3.98 

 

3.3 平板境界層問題 

構築した移流拡散問題の DFR コードを用いて平板境界層問題に取り組む．計算条件は表 3.5

に示す通りである．計算格子は図 3.9 に示すように壁面付近にプリズム格子，それ以外に四面体

格子を配置した．流入境界は x=-2 の面，周期境界は z=0，0.05 の面，壁面境界は y=0 における

x≥0 の面，滑りあり境界を y=0 における x<0 の面，それ以外の面を流出境界とした． 

 

表 3.5 平板境界層問題の計算条件 

格子数 18262 

計算領域 −2 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 2, 0 ≤ 𝑧 ≤ 0.05 

初期条件 x 方向速度：10 

y,z方向速度：0 

最小格子幅 10−4 

クーラン数 0.01 

拡張係数 0.0001 

安定化係数 10 
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(a) 計算領域全体図 

 

(b) 壁面近傍の拡大図 

図 3.9 計算格子（平板境界層問題） 

図 3.10 に x=0.95~1.0 の壁面付近を拡大した図である．速度分布の図を示す．壁面近傍に境

界層が発生していることが確認できる． 
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(a)全体図 

 

(a)x=0.0 付近 

 

図 3.10 平板境界層の速度分布 
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図 3.11 に x=0.3, 0.5 0.9 位置における x 方向の速度分布とブラジウス解との比較の図を示す．横

軸は主流速度 U との速度比で，縦軸は𝜂 = 𝑦√
𝑈

𝐷𝑥
である．どの位置でもブラジウス解とおおよそ

一致していることが確認できた．x=0.5 と 0.9 では境界層が厚く成長しているため十分に格子解

像できている．一方で，x=0.3 では境界層の上層（𝜂 > 2）で差異がみられる． 

 

図 3.11 ブラジウス解との比較 
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第 4 章  

結言 
 

 ハイブリッド非構造格子対応の 4 次精度 DFR 計算コードを構築した．線形移流問題，移流拡

散問題を対象に計算コード検証し厳密解との比較，空間の精度検証を行った。線形移流問題では

厳密解との誤差は十分小さく，空間精度も定式通り得られた．しかし，格子アスペクト比が 1000

のとき四面体では空間精度が低下した．移流拡散問題では厳密解との誤差は十分小さく，空間精

度も定式通り得られた．構築した DFR コードを用いて平板境界層問題を解いた．速度分布とブ

ラジウス解を比較したところ，どの位置でもおおよそ一致していることが確認できた． 

 先行研究にて DFR 計算コードの圧縮性化は行っているため，Navier-Stokes 方程式への拡張は

粘性項の付与により可能である．また，局所人工粘性[19]を導入し数値振動抑制することで航空

機まわりの圧縮粘性流れ場が可能な非構造高次精度計算コードの構築が可能である． 
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付録 A ラグランジュ多項式 
 三角形，四面体のラグランジュ多項式𝐿𝑘はベクトル空間𝒫𝑃で定義される．𝒫𝑃は次式のように

定義される． 

𝒫𝑃(𝑟, 𝑠) ≡ span{𝑟
𝑖𝑠𝑗}  0 ≤ 𝑖, 𝑗   𝑖 + 𝑗 ≤ 𝑃 (𝐴. 1) 

𝒫𝑃(𝑟, 𝑠, 𝑡) ≡ span{𝑟
𝑖𝑠𝑗𝑡𝑘}  0 ≤ 𝑖, 𝑗, 𝑘  𝑖 + 𝑗 + 𝑘 ≤ 𝑃 (𝐴. 2) 

ここで，P は多項式の次数である．P=1 のときラグランジュ多項式は以下のようになる． 

𝐿𝑘(𝑟, 𝑠) = 𝑎0 + 𝑎1𝑟 + 𝑎2𝑠 (𝐴. 3) 

𝐿𝐾(𝑟, 𝑠, 𝑡) = 𝑎0 + 𝑎1𝑟 + 𝑎2𝑠 + 𝑎3𝑡 (𝐴. 4) 

式(A.3)が三角形，式(A.4)が四面体のラグランジュ多項式である．係数 a は次式を使い求める． 

𝐿𝑘(𝒓𝑖) = 𝛿𝑘,𝑖 (𝐴. 5) 

ここで，𝛿はクロネッカーのデルタである．𝐿1(𝑟, 𝑠, 𝑡)の導出を例にとると式(A.5)より， 

[

1 𝑟1 𝑠1 𝑡1
1 𝑟2 𝑠2 𝑡2
1 𝑟3 𝑠3 𝑡4
1 𝑟4 𝑠4 𝑡4

] [

𝑎1
𝑎2
𝑎3
𝑎4

] = [

1
0
0
0

] (𝐴. 6) 

のような連立方程式がたてられ，これを解くことで係数 a を求める． 
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付録 B Raviart-Thomas空間 
 𝒫𝑃は次数 P 以下の多項式からなるベクトル空間である． 

𝒫𝑃(𝑟, 𝑠) ≡ span{𝑟
𝑖𝑠𝑗}  0 ≤ 𝑖, 𝑗   𝑖 + 𝑗 ≤ 𝑃 (𝐵. 1) 

𝒫𝑃(𝑟, 𝑠, 𝑡) ≡ span{𝑟
𝑖𝑠𝑗𝑡𝑘}  0 ≤ 𝑖, 𝑗, 𝑘  𝑖 + 𝑗 + 𝑘 ≤ 𝑃 (𝐵. 2) 

𝒫̅𝑃は次数 P の多項式からなるベクトル空間である． 

𝒫̅𝑃(𝑟, 𝑠) ≡ span{𝑟
𝑖𝑠𝑗}  0 ≤ 𝑖, 𝑗   𝑖 + 𝑗 = 𝑃 (𝐵. 3) 

𝒫̅𝑃(𝑟, 𝑠, 𝑡) ≡ span{𝑟𝑖𝑠𝑗𝑡𝑘}  0 ≤ 𝑖, 𝑗, 𝑘  𝑖 + 𝑗 + 𝑘 = 𝑃 (𝐵. 4) 

三角形，四面体の Raviart-Thomas 空間の単項基底は次式のように定義される． 

𝝓ℎ(𝒓) ≡ 𝒫𝑃(𝒓)
𝑁𝐷 + 𝒓𝒫̅𝑃(𝒓) (𝐵. 5) 

ここで𝑁𝐷は次元を示し，三角形では𝑁𝐷 = 2，四面体では𝑁𝐷 = 3とする． 

P=1 の三角形の単項基底を示す． 

𝝓(𝒓) = [
1
0
] , [
𝑟
0
] , [
𝑠
0
] , [
0
1
] , [
0
𝑟
] , [
0
𝑠
] , [𝑟

2

𝑟𝑠
] , [
𝑟𝑠
𝑠2
] (𝐵. 6) 

同様に四面体の単項基底を示す． 

𝝓(𝒓) = [
1
0
0
] , [
𝑟
0
0
] , [
𝑠
0
0
] , [

𝑡
0
0
] , [
0
1
0
] , [
0
𝑟
0
] , [
0
𝑠
0
] , [
0
𝑡
0
] , [
0
0
1
] , [
0
0
𝑟
] , [
0
0
𝑠
] , [
0
0
𝑡
] , [
𝑟2

𝑟𝑠
𝑟𝑡

] , [
𝑟𝑠
𝑠2

𝑠𝑡
] , [
𝑟𝑡
𝑠𝑡
𝑡2
] (𝐵. 7) 

 

以下に本研究で使用した三角形と四面体の単項基底を示す． 

三角形： 

𝝓(𝒓) = [
1
0
] , [
𝑟
0
] , [
𝑠
0
] , [
𝑟𝑠
0
] , [𝑟

2

0
] , [𝑠

2

0
] , [𝑟

2𝑠
0
] , [𝑟𝑠

2

0
] , [𝑟

3

0
] , [𝑠

3

0
], 

[𝑟
3𝑠 
0
] , [𝑟

2𝑠2

0
] , [𝑟𝑠

3

0
] , [𝑟

4

0
] , [𝑠

4

0
] , [𝑟

4𝑠
0
] , [𝑟

3𝑠2

0
] , [𝑟

2𝑠3

0
] , [𝑟𝑠

4

0
] , [𝑟

5

0
] , [𝑠

5

0
], 

[
0
1
] , [
0
𝑟
] , [
0
𝑠
] , [

0
𝑟𝑠
] , [

0
𝑟2
] , [

0
𝑠2
] , [

0
𝑟2𝑠

] , [
0
𝑟𝑠2

] , [
0
𝑟3
] , [

0
𝑠3
], 

[
0
𝑟3𝑠

] , [
0

𝑟2𝑠2
] , [

0
𝑟𝑠3

] , [
0
𝑟4
] , [

0
𝑠4
] , [

0
𝑟4𝑠

] , [
0

𝑟3𝑠2
] , [

0
𝑟2𝑠3

] , [
0
𝑟𝑠4

] , [
0
𝑟5
] , [

0
𝑠5
], 

 [ 𝑟
5𝑠

𝑟4𝑠2
] , [𝑟

4𝑠2

𝑟3𝑠3
] , [𝑟

3𝑠3

𝑟2𝑠4
] , [𝑟

2𝑠4

𝑟𝑠5
] , [ 𝑟

6

𝑟5𝑠
] , [𝑟𝑠

5

𝑠6
] 

四面体： 

𝝓(𝒓) = [
1
0
0
] , [
𝑟
0
0
] , [
𝑠
0
0
] , [

𝑡
0
0
] , [
𝑟𝑠
0
0
] , [
𝑟𝑡
0
0
] , [
𝑠𝑡
0
0
] , [
𝑟2

0
0

] , [
𝑠2

0
0

] , [
𝑡2

0
0

], 

  [
𝑟𝑠𝑡
0
0
] , [
𝑟2𝑠
0
0

] , [
𝑟𝑠2

0
0

] , [
𝑟𝑡2

0
0

] , [
𝑟2𝑡
0
0

] , [
𝑠2𝑡
0
0

] , [
𝑠𝑡2

0
0

] , [
𝑟3

0
0

] , [
𝑠3

0
0

] , [
𝑡3

0
0

], 
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[
𝑟2𝑠𝑡
0
0

] , [
𝑟𝑠2𝑡
0
0

] , [
𝑟𝑠𝑡2

0
0

] , [
𝑟2𝑠2

0
0

] , [
𝑟2𝑡2

0
0

] , [
𝑠2𝑡2

0
0

] , [
𝑟3𝑠
0
0

] , [
𝑟𝑠3

0
0

] , [
𝑟3𝑡
0
0

] , [
𝑟𝑡3

0
0

], 

[
𝑠3𝑡
0
0

] , [
𝑠𝑡3

0
0

] , [
𝑟4

0
0

] , [
𝑠4

0
0

] , [
𝑡4

0
0

], 

                [
0
1
0
] , [
0
𝑟
0
] , [
0
𝑠
0
] , [
0
𝑡
0
] , [

0
𝑟𝑠
0
] , [

0
𝑟𝑡
0
] , [

0
𝑠𝑡
0
] , [

0
𝑟2

0
] , [

0
𝑠2

0
] , [

0
𝑡2

0
], 

[
0
𝑟𝑠𝑡
0
] , [

0
𝑟2𝑠
0
] , [

0
𝑟𝑠2

0
] , [

0
𝑟2𝑡
0
] , [

0
𝑟𝑡2

0
] , [

0
𝑠2𝑡
0
] , [

0
𝑠𝑡2

0
] , [

0
𝑟3

0
] , [

0
𝑠3

0
] , [

0
𝑡3

0
], 

[
0
𝑟2𝑠𝑡
0
] , [

0
𝑟𝑠2𝑡
0
] , [

0
𝑟𝑠𝑡2

0
] , [

0
𝑟2𝑠2

0
] , [

0
𝑟2𝑡2

0
] , [

0
𝑠2𝑡2

0
] , [

0
𝑟3𝑠
0
] , [

0
𝑟𝑠3

0
] , [

0
𝑟3𝑡
0
] , [

0
𝑟𝑡3

0
], 

[
0
𝑠3𝑡
0
] , [

0
𝑠𝑡3

0
] , [

0
𝑟4

0
] , [

0
𝑠4

0
] , [

0
𝑡4

0
], 

                [
0
0
1
] , [
0
0
𝑟
] , [
0
0
𝑠
] , [
0
0
𝑡
] , [

0
0
𝑟𝑠
] , [

0
0
𝑟𝑡
] , [

0
0
𝑠𝑡
] , [

0
0
𝑟2
] , [

0
0
𝑠2
] , [

0
0
𝑡2
], 

  [
0
0
𝑟𝑠𝑡
] , [

0
0
𝑟2𝑠

] , [
0
0
𝑟𝑠2

] , [
0
0
𝑟2𝑡

] , [
0
0
𝑟𝑡2

] , [
0
0
𝑠2𝑡

] , [
0
0
𝑠𝑡2

] , [
0
0
𝑟3
] , [

0
0
𝑠3
] , [

0
0
𝑡3
], 

[
0
0
𝑟𝑠𝑡
] , [

0
0
𝑟2𝑠

] , [
0
0
𝑟𝑠2

] , [
0
0
𝑟2𝑡

] , [
0
0
𝑟𝑡2

] , [
0
0
𝑠2𝑡

] , [
0
0
𝑠𝑡2

] , [
0
0
𝑟3
] , [

0
0
𝑠3
] , [

0
0
𝑡3
], 

[
0
0
𝑟2𝑠𝑡

] , [
0
0
𝑟𝑠2𝑡

] , [
0
0
𝑟𝑠𝑡2

] , [
0
0

𝑟2𝑠2
] , [

0
0
𝑟2𝑡2

] , [
0
0
𝑠2𝑡2

] , [
0
0
𝑟3𝑠

] , [
0
0
𝑟𝑠3

] , [
0
0
𝑟3𝑡

] , [
0
0
𝑟𝑡3

], 

[
𝑟3𝑠𝑡
𝑟2𝑠2𝑡
𝑟2𝑠𝑡2

] , [
𝑟2𝑠2𝑡
𝑟𝑠3𝑡
𝑟𝑠2𝑡2

] , [
𝑟2𝑠𝑡2

𝑟3𝑠𝑡
𝑟3𝑡2

] , [
𝑟3𝑠2

𝑟2𝑠3

𝑟2𝑠2𝑡

] , [
𝑟3𝑡2

𝑟2𝑠𝑡2

𝑟2𝑡3
] , [
𝑟𝑠2𝑡2

𝑠3𝑡2

𝑠2𝑡3
] , [

𝑟4𝑠
𝑟3𝑠2

𝑟3𝑠𝑡

] , [
𝑟2𝑠3

𝑟𝑠4

𝑟𝑠3𝑡

] , [
𝑟4𝑡
𝑟3𝑠𝑡
𝑟3𝑡2

] , [
𝑟2𝑡3

𝑟𝑠𝑡3

𝑟𝑡4
],  

[
𝑟𝑠3𝑡
𝑠4𝑡
𝑠3𝑡2

] , [
𝑟𝑠𝑡3

𝑠2𝑡3

𝑠𝑡4
] , [

𝑟5

𝑟4𝑠
𝑟4𝑡

] , [
𝑟𝑠4

𝑠5

𝑠4𝑡

] , [
𝑟𝑡4

𝑠𝑡4

𝑡5
] 
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