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第 1章

序論

1.1 研究背景
量子技術分野では量子コンピューティングや量子鍵配送，量子暗号，量子通信など様々な
応用があり [1, 2]，これら量子技術においては量子特有の性質である量子もつれが不可欠で
ある．光子を用いた量子もつれは，偏光もつれや空間モードによるもつれがある [3, 4]．と
くに空間モードによるもつれは，1光子から原理的には可算無限個の量子ビットを与えるこ
とができるため，高次元の量子ビットを扱う際に極めて重要である．
量子状態には，上述のような粒子性のみに留まらず，波動関数を用いた波動性に着目した
現象もあり，量子系の基礎研究や量子技術において重要な役割を果たす．古典的な波動現象
において広く認識されている現象で，Gouy位相と呼ばれる伝搬に伴う位相シフトが知られ
ている（図 1.1）．Gouy位相は，焦点をもつ一般的な波動の収束波が焦点近傍で平面波に対
する位相シフトとして現れ，古典的には光波や音響波などで，量子状態においても物質波
や相対論的粒子などで確認されている [5–11]．Gouy位相は，横空間波数の閉じ込めや，幾
何光学と物理光学の関係，幾何的な位相差などで多岐にわたる直観的説明が研究されてい
る [12–17]．この Gouy位相は，光波の伝搬方向に直交する横空間の次元数に比例して増加
することが良く知られているが [12]，高次 Gaussianビームの空間モードを用いても Gouy
位相は増加する．とくに良く用いられる空間モードは，Laguerre–Gaussian（LG）モードと
呼ばれる空間モードである（図 1.1）[18]．
量子もつれした光子においても Gouy位相は重要な役割を果たすが，自発パラメトリック
下方変換（Spontaneuous Parametric Down-Conversion; SPDC）によって生成した type-I
2 光子対の Gouy 位相 [19, 20] や，2 重スリットを介した 2 光子対の Gouy 位相 [21, 22]，
NOON状態の 2光子対の Gouy位相 [23]，SPDCで生成した 2光子対の相対 Gouy位相に
よる空間自由度とスペクトル自由度のデカップリング [24]，Gouy位相による 4光波混合の
非線形過程での LGモード交換 [25]のように，量子もつれした光子対の Gouy位相に着目
した研究は数少ない．
本研究では，高次の LGモードを有するポンプ光から SPDCによって生成した 2光子対
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を，それぞれ独立に伝搬距離操作し，その性質を明らかにすることと実証することを目的と
する．本研究により，2光子対をある伝搬距離だけ伝搬させると位相特異点が発生すること
を初めて発見した（図 1.2）．

Fundamental 

Gaussian beam

Higher-order

Gaussian beams

Gouy phase:

Beam radius Wavefront of plane wave

Wavefront of Gaussian beam

Beam radius Wavefront of plane wave

Wavefront of Gaussian beam
Focal plane

Beam radius Wavefront of plane wave

Wavefront of Gaussian beam

Gouy phase

Focal plane

P
h
a
se

Amp.
Gouy phase:

Gouy phaseGouy phase

図 1.1 空間モードを有するビームの横断面の分布（上側）とビーム径 w(z) のビームの
伝搬による位相変化（下側）を表わした図．左上のカラーバーは位相を色相で表わし，振
幅を明度で表わしている．ビームの波面（赤色）は集光面では平面波（灰色）と一致し，
ビームが伝搬するにしたがって球面波に漸近する．伝搬に伴いビームの波面は光軸上で平
面波とずれが生じ，そのずれが Gouy位相として現れる．

図 1.2 ポンプ光を LGモードとして SPDCにより生成した 2光子の光軸上における波
動関数の位相を示した図．この図の伝搬距離でシグナル光子を検出すると，アイドラ光子
は光軸上では検出されない．
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1.2 本論文の構成
本論文の目的は，量子的な 2光子対の伝搬に対する性質を明らかにし，実証することであ
る．そこで，本論文では量子的な 2光子対の伝搬に対する性質の理論に少し触れるが，現在
の 2光子対の生成・計測の進捗について述べる．
第 1章は序論であり，量子的な 2光子対の伝搬に関する研究の動向について述べた．第 2
章では，高次 Gaussianビームとの関係および複素振幅分布と，光波の伝搬に伴う重要な位
相シフトである Gouy位相について述べる．第 3章では，量子的な 2光子対を述べる上で重
要な量子もつれ光子の生成手法について述べる．第 4 章では，第 2 章および第 3 章で述べ
た高次 Gaussianビームと量子的な 2光子対の生成手法を用いて 2光子波動関数を導入し，
その性質について述べる．以降のまとめを除いた章は全て実験に関して記述する．第 5 章
では，高次 Gaussianビームの 1種である LGビームの生成実験について述べる．第 6章で
は，2光子対を測定するために光子計数器の動作確認の実験について述べる．第 7章では，
生成した 2光子対の光子計数器による検出実験について述べる．

1.3 本論文で用いる記号
表 1.1に，本論文で用いる記号を示した．

表 1.1 本論文で用いる記号

記号の名称 記号 備考
直積 ⊗

1次元 Euclid空間 R
2次元 Euclid空間 R2 R2 := R⊗ R
複素数空間 C

Hilbert空間 H
2次元 Hilbert空間 H2 H2 := H⊗H
整数全体の集合 Z
非負整数全体の集合 Z+

0

ケットベクトル |␣〉 Hilbert空間の元
ブラベクトル 〈␣| Hilbert空間の双対空間の元
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高次 Gaussianビームと Gouy位相

本章では，モード番号依存するGouy位相を与える 2.1節で 2次元平面での高次Gaussian
ビームである Hermite–Gaussian（HG）ビームの複素振幅分布を導入し，2.2節で 3次元空
間での円筒座標系で対称性の高い高次 Gaussianビームである LGビームを導入する．

2.1 Hermite–Gaussianビーム
2次元平面 (x, z)> 上の有限径の殆ど平行に伝搬するビームは，近軸 Helmholtz方程式

i∂u(x, z)
∂z

= − 1

2k

∂2u(x, z)

∂x2
(2.1)

に従って伝搬する（付録 A）．ただし，(␣)> は転置である．また，複素振幅分布 u(x, z) は，
電場のスカラー分布 E(x, z) に対して

E(x, z) = E0u(x, z) ei(kz−ωt),

∫
R

dx |u(x, z)|2 = 1 (2.2)

の関係にあり，正規化されている．ただし，複素係数 E0 は電場の振幅を与える定数であり，
ω := ck は角周波数を表わす．

HGビームは式 (2.1)を満たす固有解であり，

uHGn (x, z) := CHG
n

1√
w(z)

Hn

[√
2x

w(z)

]
exp
[
− x2

w2(z)

]
exp
{

i
[
k

x2

2R(z)
− χn(z)

]}
(2.3)

で与えられる [26]．以降，モード番号 n HGビームを HGn と表記する．式 (2.3)で用いた
正規化定数 CHG

n と Hermite多項式Hn(ν)，伝搬距離 z でのビーム径 w(z)，伝搬距離 z に
おける位相の曲率半径 R(z)，Gouy位相 χn(z) は次のように定義した：
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表 2.1 2次元平面での HGビームの複素振幅．横断面上でモード番号 nと同数のゼロ
点がある．また，モード番号の増加に伴いビームの広がりが増加している．

モード番号 複素振幅分布

0

Amp.

P
h
a
se

1

2

CHG
n :=

√√
2

π

1

n!2n
, Hn(ν) := m!

bn/2c∑
m=0

(−1)m

n!(n− 2m)!
(2ν)n−2m, (2.4a)

w(z) := w0

√
1 +

(
z

zR

)2

, R(z) := z

[
1 +

(zR
z

)2]
. (2.4b)

χn(z) := (n+ 1)χ0(z), χ0(z) :=
1

2
tan−1

(
z

zR

)
(2.4c)

ただし，横断面上のビーム径 w0 は基本 Gaussianビーム HGn=0 の光軸上での振幅が動径
方向に 1/e2 減衰した半径とし，bac は実数 a の床関数とした．HG ビームの Gouy 位相
(2.4c)から，HG0 の Gouy位相とモード番号 n が単に比例する．ただし zR は Rayleigh長
と呼ばれる定数で，焦点面でのビーム径 w0 が

√
2倍になるまでの距離を表わす：

zR :=
1

2
kw2

0. (2.5)

式 (2.3)によって与えられるモード番号 nは，各ビーム横断面において n個のゼロ点を有
し，モード番号の増加に伴い横断面での分布は広がっている（表 2.1）．

2.2 Laguerre–Gaussianビーム
3次元空間 (x, y, z)> 上では，式 (2.1)に対して単に横座標 y を追加することで与えられ
る（付録 A）：

i∂u(r, z)
∂z

= − 1

2k
4⊥u(r, z). (2.6)
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ただし，4⊥ := ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 は光波の横方向 r := (x, y)> に対する横方向 Laplacian
である．3次元の電場のスカラー分布 E(r, z)および複素振幅分布 u(r, z) も同様に

E(r, z) = E0u(r, z) ei(kz−ωt),

∫
R2

dr |u(r, z)|2 = 1. (2.7)

の関係にある．
式 (2.6)の横断面では 2次元平面での伝搬と異なり，角運動量を定義できる．また，式 (2.6)
は方位角方向に対して対称であるため，横断面で直交座標の代わりに動径 r :=

√
x2 + y2，

方位角 θ := tan−1(y/x) を用いた円筒座標系 (r, θ, z) を用いるのが最も都合が良い．この
とき式 (2.6)を満たす高次 Gaussianビームは次の式で与えられる [18]：

uLGl,p (r, z) =
CLG

l,p

w(z)

[√
2r

w(z)

]|l|
L|l|
p

[
2r2

w2(z)

]
exp
[
− r2

w2(z)

]
exp
{

i
[
k

r2

2R(z)
+ lθ − χl,p(z)

]}
.

(2.8)

式 (2.8)によって与えられるモード番号は，方位角モード lと動径モード pと呼ばれる．方
位角モード l は整数全体を取り得るモード番号であり，方位角方向に 2lπ の位相変化を与
える．一方，動径モード p は非負整数全体を取り得るモード番号であり，振幅変化による
p + 1 重リングを与え，さらに隣り合うリングが逆位相となる（表 2.2）．以降，モード番
号 (l, p) の LG ビームを LGl,p と表記する．また，式 (2.8) で用いた正規化定数 CLG

l,p や、
Laguerre陪多項式*1L

|l|
p (ν)，Gouy位相 χl,p(z) を次のように定義した：

CLG
l,p :=

√
2

π

p!

(p+ |l|)!
, L|l|

p (ν) :=

p∑
n=0

(−1)n

n!

(
p+ |l|
p− n

)
νn, (2.9)

χl,p(z) := (N + 1)χ0(z), χ0(z) := tan−1

(
z

zR

)
, N := 2p+ |l|. (2.10)

式 (2.10) での Gouy 位相 χ0(z) は，ビーム伝搬に対する横断面の次元に比例するので，
式 (2.4c) の 2 倍であり，Gouy 位相はビーム断面の大きさを表わすモード番号 N に比例
する*2．

*1 Laguerre 陪多項式の定義には他にも流儀があり, 本論文での定義は Sonine 多項式とも呼ばれる定義で
ある．

*2 モード番号 N はビームの広がり幅の 2乗 σ2
l,p(z) が

σ2
l,p(z) := 2

∫
R2

dr ‖r‖2
∣∣∣uLGl,p (r, z)∣∣∣2 = (N + 1)w2(z)

となるため，ビーム断面の大きさを示すモード番号と表現した [27]．
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表 2.2 集光面 z = 0 での LGビームの複素振幅．方位角モード l の増加に伴い方位角
方向の位相変化が増加し，動径モード p の増加に伴い振幅変化によるリング数が増加す
る．また，モード番号の増加に伴いビームの広がりが増加している．

動径 方位角モード l

モード p −3 −2 −1 0 +1 +2 +3

0

Amp.

P
h
a
se

1

2



8

第 3章

量子もつれ光子の生成手法

本章では量子もつれ光子の生成手法について述べる．本章では，3.1節で量子もつれした
光子の生成手法の 1種である SPDCについて述べた後，3.2節で分極反転周期をもつ非線形
光学結晶を用いたときの SPDCについて述べる．

3.1 自発パラメトリック下方変換
量子もつれした光子を生成する代表的な手法として，SPDCがある [28, 29]．SPDCは 2

次非線形光学効果の 1種であり，高エネルギーのポンプ光を 2次非線形電気感受率が大きい
非線形光学結晶に入射すると，低エネルギーの 2光子対が自発的にほとんど同時かつ同位置
に生成される変換過程である（図 3.1）．このため，生成された 2光子対は時間的，空間的に
強い相関を有する．慣習的に，生成された光子対はそれぞれシグナル光子，アイドラ光子と
呼ばれる．

SPDCにより生成した 2光子対は，互いに独立した波動関数に分解できない性質をもつ．
つまり，2光子対の波動関数は互いに相関した波動関数となり，古典力学による説明ができ
ない．これは，古典電磁気学では 2次非線形光学効果は周波数の異なる電場または周波数が
等しい電場を与えることによって，和周波と差周波の電場または第 2高調波の電場を生成す
るためである．したがって，逆過程である単一の周波数をもつ電場から 2種類の電場を与え

Secondary

susceptibility

Signal photon

Idler photon

Does not change crystal state.

Quantum

entanglement
Pump light

図 3.1 SPDCによる光子対生成の変換過程．強いパワーの入射光を非線形光学結晶に
入射することで，低いパワーの光子対が生成される．
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る SPDCは古典力学では説明できない．
ポンプ光によって生成される 2光子対は，物理量が保存される条件下にあるときに生成さ
れる．ポンプ光の角周波数 ωp によって生成される光子対に対してはそれぞれ，シグナル光
子の角周波数を ωs，アイドラ光子の角周波数を ωi とするとエネルギー保存則

h̄ωp = h̄ωs + h̄ωi (3.1)

を満たすように光子対は生成される．
周波数幅 ∆ωp の時間相関の無い中心角周波数 ωp/2 のコヒーレントな 2光子と（図 3.2），
時間相関のある SPDCで生成された 2光子対の周波数領域での確率密度（図 3.3）を初期時
刻を t0 として比較する．周波数領域の分布を逆 Fourier変換することで時間領域の分布に
なるため，周波数領域と時間領域は互いに相補的な関係にある．このため，時間相関の無い
コヒーレントな 2光子の確率密度が周波数領域で ∆ωp の広がりをもつとき，逆 Fourier変
換によって時間領域でのコヒーレンス時間 ∆T が決まる（図 3.2）．ただし，Fourier解析か
ら ∆ωp と ∆T は逆数の関係にある．他方で，時間相関のある 2光子対の確率密度は，エネ
ルギー保存則 (3.1)によって ωs +ωi 軸にポンプ光の揺らぎ∆ωp の広がりをもち，後に述べ
る位相整合条件 (3.4)によって ωs − ωi 軸に δω の周波数幅をもつ（図 3.3）．通常，結晶長
は 2光子対の波長よりも長いため，逆 Fourier変換により生成される光子対の時間差 τ はコ
ヒーレンス時間 ∆T に比べて短くなる．したがって，SPDCによって生成された 2光子対
は殆ど同時刻に生成されるといえる（図 3.3,図 3.4）．
また，実験ではポンプ光に有限の周波数幅が存在することと結晶長が有限のため，このと
きの時間相関幅の典型的な条件では 100 fs程度である [28, 30]．
一方，ポンプ光の波数ベクトル ~kp := (kp, kpz(ωp))

> によって生成される光子対に対し
てはそれぞれ，シグナル光子の波数ベクトルを ~ks := (ks, ksz(ωs))

>，アイドラ光子の波数
ベクトルを ~ki := (ki, kiz(ωi))

> とすると運動量保存則は

h̄kp = h̄ks + h̄ki, h̄kpz(ωp) = h̄ksz(ωs) + h̄kiz(ωi) (3.2)

で与えられる．ただし，kj := (kjx, kjy)
> (j = p,s,i)は伝搬方向に対して垂直な横方向の波

数（横波数）である．一方，kjz(ωj)は縦波数といい，周波数依存性がある．
ビーム径 w0 の空間相関の 2光子と（図 3.2），空間相関のある SPDCで生成された 2光
子対の横波数空間での確率密度（図 3.3）を横断面を x および kx 方向に限定して y, ky 方
向は 0 として比較する．周波数と同様に，横波数空間の分布を逆 Fourier変換することで横
断面の分布になるため，横波数空間と横断面は互いに相補的な関係にある．このため，空間
相関の無いコヒーレントな 2 光子の確率密度は，横波数空間で互いに独立なビーム径の逆
数 w−1

0 となり，逆 Fourier変換により横断面では幅 2w0 のガウス分布になる（図 3.5）．他
方で，空間相関のある 2光子対の確率密度は，横断面での運動量保存則 (3.2)とポンプ光の
ビーム径 w0 による横波数の広がり w−1

0 によって ksx + kix 軸に幅 w−1
+ := w−1

0 /
√
2 の空

間相関が現れ，後に述べる位相整合条件によって ksx + kix 軸に幅 w−1
− の空間相関が現れ
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(a) (b)

P
ro
b
.

図 3.2 時間相関の無いコヒーレントな 2光子の確率密度．(a) 中心周波数が ωp/2 で周
波数幅は ∆ωp である．(b) 初期時刻が t0 で，コヒーレンス時間は ∆T である．一方の
光子の検出時刻 ts に他方の光子が検出される確率密度分布は依存しない．

(b)(a)

P
ro
b
.

図 3.3 SPDCで生成された 2光子対の確率密度．(a) 中心周波数が ωp/2 で周波数幅
は ∆ωp であり，さらにエネルギー保存則 (3.1)を満たす．(b) 初期時刻が t0 で，コヒー
レンス時間は ∆T であり，時間差 τ の時間相関をもつ．このとき，時刻 ts で光子を検
出すると，他方の光子は時刻 ti ' ts で検出されるため，時間差 τ が十分短ければ殆ど同
時に検出される．

図 3.4 ビーム中の光子を表わした概念図．光子はビーム中心に近づくにつれ増加する．
（a）各光子に相関が無いコヒーレント光での光子の分布．（b）2光子対のビームでの光子
の分布．同位置・同時刻に 2つの光子が現れ，ペアとなっている．

る．周波数空間と同様に通常，結晶長はビーム径よりも長いため，逆 Fourier変換により生
成される光子対の x方向の距離 w− はビーム径 w0 に比べて短くなる．したがって，SPDC
によって生成された 2光子対は殆ど同位置に生成されるといえる（図 3.6, 図 3.4）．
最後に，位相整合条件について述べる．シグナル光子とアイドラ光子の縦波数 kjz(ωj) (j =

s,i)による運動量保存則は，古典光学と殆ど波面が z 方向である条件（付録 A）

kjz(ωj) =
√
k2j (ωj)− ‖kj‖2 ' kj(ωj)−

‖kj‖2

2kj(ωj)
(j = p, s, i) (3.3)
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によって kj(ωj) =
n(ωj)ωj

c
, k2j (ωj) = ‖kj‖2 + k2jz(ωj), (∵ 古典光学, j = p,s,i)

kpz(ωp) = ksz(ωs) + kiz(ωi) (∵ z方向の運動量保存則)

式(3.3)⇐⇒


kp(ωp) ' ks(ωs) + ki(ωi), (位相整合条件)

‖kp‖2

2kp(ωp)
' ‖ks‖2

2ks(ωs)
+

‖ki‖2

2ki(ωi)

(3.4)

の連立方程式を満たす必要がある．ここで，n(ωj) は屈折率である．式 (3.4) の第 1 式は，
前述の周波数領域での ωs − ωi 軸への制限として現れる．結晶内の各位置でこの式に整合す
るにつれ位相が揃い，効率よく光子対を生成することができる．このため，式 (3.4)の第 1

式は位相整合条件とも呼ばれる．一方，式 (3.4)の第 2式は光子対の周波数が横波数に掛け
る ks − ki 軸への制限といえる．

(a) (b)

P
ro
b
.

図 3.5 時間相関の無いコヒーレントな 2光子の確率密度．(a) 光子が存在する確率密度
は横波数空間ではビーム径 w0 の逆数だけ広がる．(b) 光子が存在する確率密度は横空間
ではビーム径 w0 により 2w0 だけ広がる．他方の光子が検出される確率密度分布は依存
しない．

(b)(a)

P
ro
b
.

図 3.6 SPDCで生成された 2光子対の確率密度．(a) 光子が存在する確率密度は横波
数空間ではビーム径 w0 の逆数だけ広がる．位相整合条件により ksx + kix = 0 が成立す
る．(b) 一方の光子が xs で検出されると，w− が十分小さければ，他方の光子は xi ' xs

で検出される．
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3.2 分極反転周期の非線形光学結晶と擬似位相整合条件
SPDCにより光子対を生成するには，式 (3.1)および式 (3.2)を満たす必要があるが，式

(3.2)は非線形光学結晶の屈折率が波長依存性をもつため，ポンプ光と光子対の波長を考慮
し整合する非線形光学結晶を用いる必要がある．波長依存性を考慮して位相整合を行なう良
く知られた手法として，複屈折を利用する方法がある．直交する直線偏光に対して複屈折
をもつ結晶は 2 種の屈折率があるため，ポンプ光を入射すると，屈折率の差を利用して式
(3.2)を満たすことができる．しかし，複屈折を利用する方法の場合，ポンプ光の波長と整
合する偏光方向の 2次非線形電気感受率 χ(2) が小さくなることもあるため，光子対の生成
効率とポンプ光の波長を照らし合わせる必要がある．
他方で擬似位相整合（Quasi-Phase-Matching; QPM）と呼ばれる手法がある．QPMは
光波の強め合いと弱め合いの周期性を利用し，弱め合うときには 2 次非線形電気感受率を
反転した [−χ(2)] にすることで強め合うようにして光波の電場を増幅させる手法である（図
3.7）．このため，2次非線形電気感受率が最大になる偏光方向を利用することが可能となる
ので，複屈折による位相整合よりも扱いやすい特長がある．QPMでは，分極反転周期 Λ に
より生じる分極反転波数 kc := 2π/Λ から，式 (3.2)の縦波数は次のように修正される：

h̄kpz = h̄ksz + h̄kiz +mh̄kc. (mは任意の整数) (3.5)

前項から，縦波数の保存則は位相整合条件となるので，次の式になる：

h̄kp = h̄ks + h̄ki +mh̄kc. (mは任意の整数) (3.6)

式 (3.6)は，分極反転波数の整数倍mを選ぶ自由度があるため，通常の位相整合条件よりも
自由度が高く，分極反転周期 Λを位相整合条件 (3.4)からずれた波数に取れば任意のポンプ
光の波長に対して最適化ができる．

位相不整合に
よる位相差

電場

電場
(b) (c)

位相不整合に
よる位相差

(a)

結晶⻑

光波の
⽅向

分極反転周期

図 3.7 擬似位相整合による電場の増幅．(a) 分極反転周期をもつ非線形光学結晶 (b) 波
数が位相整合条件を満たさないため光波は強め合いと弱め合いにより電場の位相が一周
して 0に近くなる．(c) 電場の位相整合とのずれによる位相差が π になる距離から 2π に
なる距離の間で，非線形光学結晶の χ(2) を反転させることで電場の位相も反転し，電場
が増幅される．
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第 4章

自発パラメトリック下方変換により
生成された光子対の 2光子伝搬距離
操作

本章では，SPDCにより生成した光子対の 2光子伝搬距離操作について述べる．本章の帰
結として，動径モードを有する高次 Gaussianビームをポンプ光として 2光子対を生成し，
独立した伝搬距離操作を行なうと，ある伝搬距離で位相特異点が発生することが示される．
4.3節では，SPDCで生成した 2光子波動関数を導入して各伝搬距離で 2光子波動関数を表
示する．4.4節では，4.3節を解析し，光軸上で伝搬する 2光子波動関数が位相特異点を有
することを述べる．

4.1 ブラ・ケットベクトル
量子力学では，ケットベクトル |␣〉 とブラベクトル 〈␣| と呼ばれる表記を用いてベクトル
を表現することが多く，ベクトル中の記号 ␣ には任意の記号をおける利点がある．ケットベ
クトル |␣〉 は，複素数を要素に持つ有限または無限次元のベクトルで Hilbert空間 H と呼ば
れる線形空間に属するベクトルである．一方，ブラベクトル 〈␣| は，ケットベクトルとの内
積が複素数となる（〈ψ|φ〉 ∈ C）ベクトルとして定義され，ケットベクトルの Hermite共役
（転置して複素共役を取る）の関係にある：〈␣| = |␣〉† = (|␣〉>)∗．ただし，(␣)† は Hermite
共役，(␣)∗ は複素共役とした．
本論文では，ブラ・ケットベクトルによる表記を用いる際は常に L2 ノルムが 1とする：

〈ψ|ψ〉 = 1.
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4.2 量子もつれ状態と定式化
量子もつれとは，2つの量子以上からなる複合系において古典力学では説明できない相関
を指し，量子毎の部分系のみで完全に分離することができない状態を指す．具体的に定式化
すると，2つの量子 A, Bで構成される量子系が量子もつれしているとは，n (> 1)個の状
態 |φ(i)k 〉 (i ∈ {A, B}) で重ね合わされた

|ψ〉 =
n∑

k=1

ck|φ(A)
k 〉|φ(B)

k 〉 (4.1)

のことをいう．一方，ある状態 |φ(A)〉, |φ(B)〉 で 2つの系が表わせるときは

|ψ〉 = |φ(A)〉|φ(B)〉 (4.2)

で与えられ，この状態は無相関であることを意味し量子もつれしていない．ただし，式 (4.1)
と式 (4.2)で表わされる場合は，古典的な相関が無いときに成り立つ．古典的な相関が存在
する場合での量子もつれは，状態ベクトルでなく，密度行列と呼ばれる量を用いる必要が
ある．

4.3 Laguerre–Gaussianビームをポンプ光とした光子対の 2光
子波動関数

2光子波動関数の初期状態 |ψ(0)〉 が真空状態

|ψ(0)〉 = |vac〉s,i

であると仮定する．この真空状態に対して単色のポンプ光を照射すると，SPDCにより低確
率で 2光子が生成され，光子対が現れたときの 2光子状態ベクトルを |ψSPDC〉 とする．簡
単のために，結晶を透過した光子対をレンズにより自由空間中で集光させることで，結晶内
での状態ベクトル |ψSPDC〉 をレンズの焦点でも同じ状態 |ψSPDC〉 にする*1（図 4.1）．
生成された光子対は，伝搬に伴い式 (A.31) によって状態変化する．したがって，焦
点位置を基準とした伝搬距離 z = (zs, zi)

> での 2 光子状態ベクトルは |ψ(z)〉 :=

ÛE
s (zs)Û

E
i (zi)|ψSPDC〉 と記述される．このとき，2光子が光子検出器により横断面 (rs, ri)

でそれぞれ検出されるときの確率振幅分布，すなわち 2 光子波動関数 ψ(rs, ri; z) :=

〈rs, ri|ψ(z)〉 は次の式で記述される（付録 C）：

ψl,p(rs, ri; z) = Nl,pu
LG
0,0 (r−, z+)u

LG
l,p (reff, zeff). (4.3)

*1 一般的に，レンズによって集光した光子対の波動関数の広がりはレンズの焦点距離に依存する．しかし，波
動関数の広がりは振幅と位相分布について相似な広がりであるため，波動関数の形状は変わらない．
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ただし，2光子波動関数に付与した添字 (l, p) は，ポンプ光の LGモードを明示的に表わす
ために用いた．また，LG0,0 の項での Rayleigh長は zRp−/2，LGl,p の項での Rayleigh長
はポンプ光の Rayleigh長 zRp である．また，ポンプ光分布に依存する有効横座標 reff，有
効伝搬距離 zeff を定義し，各変数にある横座標 r± および q パラメータと Rayleigh長を次
のように定義した：

Nl,p :=
1√

2πw−
Ñl,p, (4.4a)

reff := r+ − z−
q+(z+)

r−, zeff := z+ −
z2−

q+(z+)
, (4.4b)

r± :=
rs ± ri

2
, q+(z+) :=

qs(zs) + qi(zi)

2
= z+ − izRp−

2
, (4.4c)

z± :=
zs ± zi

2
, zRp :=

1

2
kp0w

2
0, zRp− :=

1

2
kp0w

2
−, kp0 :=

kp
n
, w− :=

√
2αL

kp
. (4.4d)

横断面が (xs, ys = 0, xi, yi = 0) での各伝搬距離 z における 2 光子波動関数を与える
ポンプ光の LG モードを LGl=0,p=0,LG+1,0,LG0,1 とし，図 4.1 に示した．ただし，伝
搬距離 z = (±z̄Rs,∓z̄Ri) で与えられた Rayleigh 長は次節で与える．伝搬距離は zj =

0,±0.5zRj,±zRj,±1.5zRj (j = s,i) とし，表示する横断面の領域を 7
√
N + 1w0 (N :=

2p + |l|) とした．図 4.1 で用いた各量の設定は表 4.1 とし，非線形光学結晶は，5mol%
MgO添加 LiNbO3結晶（5mol% Magnesium-doped Periodicaly Poled Lithium Niobate;
MgO:PPLN）とし，用いた Sellmeier方程式は単位を µm, ◦Cとし，全ての光子が常光線 o
とすると

n2o = a1 + b1f(T ) +
a2 + b2f(T )

λ2 − [a3 + b3f(T )]2
+

a4 + b4f(T )

λ2 − [a4 + b4f(T )]2
− a6λ

2, (4.5)

f(T ) = (T − 24.5 ◦C)(T + 570.82) (4.6)

と与えられる [31]．ただし，各係数は表 4.2および表 4.3である．

4.4 光軸上での 2光子波動関数と位相特異点
図 4.2から伝搬距離 z = (±z̄Rs,∓z̄Ri) で光軸上に位相特異点が現れた．本論文の目的は，
量子的な 2光子対の独立した伝搬距離操作である．このため，光軸上に現れる位相特異点は
重要であり，本節では 2光子波動関数を光軸上 (rs, ri) = (0,0) に限定し，光軸上を伝搬さ

表 4.1 図 4.2を表示するために用いた各量の設定値．

各量 ビーム径 w0 結晶長 L 分極反転周期 Λ 温度 T 分極反転の次数 m

設定値 50µm 15mm 6.9µm 20 ◦C 1
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図 4.1 状態ベクトル |ψSPDC〉, |ψ(z)〉 を表わした概念図．状態ベクトル |ψSPDC〉は非
線形光学結晶中心での状態を表わす．結晶から伝搬した光子対の状態は，レンズを用いる
と再び集光して状態 |ψSPDC〉 となる．式 (B.17)はレンズで集光した自由空間での状態
ベクトル |ψ(z)〉 である．
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図 4.2 各セルが横断面 (xs, ys = 0, xi, yi = 0)の座標で，さらに離散的に伝搬距離 z を
変えたときの 2光子波動関数．それぞれ，LGモードは LGl=0,p=0,LG+1,0,LG0,1 であ
る．LG0,0 では，位相特異点が表示した全ての伝搬距離で現れなかった．しかし，LG+1,0

では z = (±z̄Rs,∓z̄Ri)近傍で 1次位相特異点が現れた．また，LG+1,0 では zs − zi 軸
上で 2次位相特異点が，z = (±z̄Rs,∓z̄Ri)で現れた．さらに，z = (±z̄Rs,∓z̄Ri)近傍
では 1次位相特異点が 2つ異なる位置に現れた．

せて位相特異点が現れることを突き止める．このとき，光軸上の 2光子波動関数 ψl,p(z) は
次の式になる（付録 E）：

ψl,p(z) := ψl,p(rs = 0, ri = 0; z)

= Nz
l,p

1

z+ − izRp−/2
1

(zeff − izRp)|l|+1

[
−zeff + izRp
zeff − izRp

]p
. (4.7)

ただし，定数 Nz
l,p は次の式で与えられる：

Nz
l,p := Nl,pC

LG
0,0C

LG
l,p

zR+

i
√
2zR+/kp

(√
2zRp
iw0

)|l|
zRp
iw0

L|l|
p (0).

式 (4.7)から，ポンプ光が高次 LGビームの場合は，1/(zeff − izRp) による振幅位相変化
が p + |l| 乗となり，とくに動径モード p が高次のときは新たに (zeff + izRp)p による振幅
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表 4.2 常光線 oでのMgO:PPLNの Sellmeier方程式の係数．

パラメータ a1 a2 a3 a4 a5 a6

各値 5.653 0.1185 0.2091 89.61 10.85 1.97× 10−2

表 4.3 常光線 oでのMgO:PPLNの Sellmeier方程式の係数．

パラメータ b1 b2 b3 b4

各値 7.941× 10−7 3.134× 10−8 −4.641× 10−9 −2.188× 10−6

位相変化が付与される．さらに，ポンプ光を高次動径モード p を含む多重リングのビームと
すると p 次位相特異点が現れる．このときの位相特異点 z = z0 は，

zeff + izRp = 0 (4.8)

の解として現れ，相乗平均による Rayleigh長の位置に現れる：

z0 = ±
(
z̄Rs
−z̄Ri

)
. (4.9)

式 (4.9) から，図 4.2 の位相特異点の位置とも整合している．ただし，相乗平均による
Rayleigh長 z̄Rj (j = s,i) は次の式で与えられる：

w+ :=
√
2w0 (4.10a)

w̄ :=
√
w+w−, z̄Rj :=

1

2
kj0w̄

2, kj := njkj0. (j = s,i) (4.10b)

zRj+ :=
1

2
kj0w

2
+ (j = p, s, i) (4.10c)

z̄Rj =
√
zRj+zRj−. (j = s,i) (4.10d)

w+ はビーム径により決定される有効ビーム径である．また，Rayleigh長 z̄Rj は，ビーム
径による Rayleigh長を与えることにより，ビーム径 w± による Rayleigh長の相乗平均と
しても与えられる．ポンプ光の LGモードを LGl=0,p=0,LG+1,0,LG0,1 としたときの，光軸
上における伝搬距離 z での 2光子波動関数 (4.7)を図 4.3に示した．ただし，l 6= 0では光
軸上の振幅は常に 0であるため，2光子の横断面での大きさ w0, w− に対して十分無視でき
る程度に微小量ずらした．図 4.3から図 4.2とは異なり，LG0,0,LG+1,0 では位相特異点が
表示した全ての伝搬距離で現れなかった．一方，LG+1,0 では zs − zi 軸上で 1次位相特異点
が，z = (±z̄Rs,∓z̄Ri)で現れた．
光軸上で位相特異点が現れる本結果は，シグナル光子とアイドラ光子の高次モードによる

Gouy位相和のテンソル積の重ね合わせにより説明ができることを付録 Gで議論した．
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図 4.3 光軸上における伝搬距離 z での 2光子波動関数．それぞれポンプ光の LGモー
ドは LGl=0,p=0,LG+1,0,LG0,1 である．ただし，l 6= 0では光軸上の振幅は常に 0であ
るため，2光子の横断面での大きさ w0, w− に対して十分無視できる程度に微小量ずらし
た．図 4.2とは異なり，LG0,0,LG+1,0 では位相特異点が表示した全ての伝搬距離で現れ
なかった．一方，LG+1,0 では zs − zi 軸上で 1次位相特異点が，z = (±z̄Rs,∓z̄Ri)で現
れた．

4.5 光軸上で位相特異点となるときの伝搬距離における波動
関数

前節では光軸上の 2 光子波動関数を求め，ある伝搬距離 z = z0 では位相特異点となる
ことを示した．本節では，前節の位相特異点 z = z0 における横断面上の 2 光子波動関数
ψl,p(rs, ri; z0) を示す．
まず，式 (4.8)によって位相特異点 z0 は与えられるので，式 (4.3)は次のようになる：

ψl,p(rs, ri; z0) = Nl,pu
LG
0,0 (r−, z+0)u

LG
l,p (reff,−izRp). (4.11)

ただし z+0 は位相特異点での伝搬距離で，縮退した波数 ks ' ki ' kp/2 のときは z+0 = 0

である（付録 E）．
よって，式 (4.11)は

ψl,p(rs, ri; z0) = Nl,p

√
N !

p!(p+ |l|)!
exp
(
r2eff
w2

+

)
uLG0,0 (r−, z+0)u

LG
N,0(reff, 0). (4.12)

式 (4.12)から，光軸上で位相特異点となる伝搬距離 z = z0 では横断面方向で N 次の位相
特異点をもち得るといえる．実際，図 4.2から，3つの LGモード LGl=0,p=0,LG+1,0,LG0,1

について成立している．

4.6 2次元 Hermite–Gaussianビームをポンプ光とした光子対
の 2光子波動関数

SPDCによって生成される 2光子対の状態ベクトル |ψSPDC〉 は，各波横波数 (ks,ki) で
kx, ky 方向についてポンプ光の複素振幅分布 ũp(ks + ki) であれば，式全体として各方向に
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対して直積になる（付録 C）．よって，一方の横断面を除いた 2次元平面 (x, z) でのポンプ
光による SPDCも考えることができる．前節では 3次元空間において高次Gaussianビーム
をポンプ光としたときに，位相特異点が現れたため，2次元においても 2次元高次Gaussian
ビームをポンプ光として，各光子独立に伝搬距離操作をしても位相特異点が現れると期待さ
れる．
そこで，2次元平面上でポンプ光を HGn とする．このとき，2次元ポンプ光によって与
えられる 2光子波動関数 ψ(xs, xi; z) は次のように与えられる（付録 C）：

ψn(rs, ri; z) = Nnu
HG
0 (x−, z+)u

HG
n (xeff, zeff). (4.13)

ただし，光子対に課す波数の条件は 4.3節と同じであり，正規化定数 Nn を除いて全てのパ
ラメータは 4.3節と等しい．よって，光軸上に現れる位相特異点の条件もまた，式 (4.7) と
同様に位相特異点が現れる（図 4.4, 図 4.5）．したがって光軸上で現れる位相特異点発生は，
3次元空間での SPDCを考えずとも 2次元平面での SPDCで十分議論できるといえる．
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図 4.4 各セルが横断面 (xs, xi)の座標で，さらに離散的に伝搬距離 z を変えたときの 2

光子波動関数．それぞれ，HGモードは HGn=0,HG1,HG2 である．
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図 4.5 光軸上における伝搬距離 z での 2光子波動関数．それぞれポンプ光の LGモー
ドは HGn=0,HG1,HG2 である．ただし，l 6= 0では光軸上の振幅は常に 0であるため，
2 光子の横断面での大きさ w0, w− に対して十分無視できる程度に微小量ずらした．図
4.2とは異なり，HG0,HG1 では位相特異点が現れる箇所に近傍で離散的な位相シフトが
あった．
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第 5章

高次動径モードを有する
Laguerre–Gaussianビームの生成実験

本章では，高次動径モードを有する LG ビームの生成手法および生成実験について述べ
る．5.1節で LGビームの生成手法について述べた後，5.2節で LGビームの生成実験，5.3
節で生成実験の結果および考察を述べる．

5.1 Laguerre–Gaussianビームの生成手法
高次動径モードを有する LG ビームは，空間光位相変調器（Spatial Light Modulator;

SLM）によって生成することができる．SLMは，格子状に配列された各液晶分子に対して
入射した光を，ある偏光方向のみ各ピクセル毎に位相変調して反射する光学素子である．入
射光を LG0,0 の基本 Gaussian ビームとした場合，任意の LG モード LGl,p に変調するに
は，位相変調のみでなく振幅変調も同時に行なう必要がある．
本論文では，SLMの位相変調により所望の複素振幅分布を得るためのホログラムを

h(r) :=

[
1− sinc−1(a(r))

π

][
φ(r) +

2πx

Λ

]
(5.1)

として使用した [32]．ただし，関数 sinc(x) := sin(x)/x は sinc関数，振幅比 a(r) と位相
差 φ(r) は入射光の複素振幅分布 uin(r) と所望の光の複素振幅分布 ugen(r) によって

a(r)eiφ(r) := 1

amax

ugen(r)

uin(r)
, amax := max

r∈R2

∣∣∣∣ugen(r)uin(r)

∣∣∣∣
と定義される実関数であり，Λ はブレーズドグレーティング型回折格子の周期で，回折格子
の波数は x方向を向いているとした．式 (5.1)の 1つ目の括弧は 0から 1まで調節できる振
幅変調を意味し，振幅比 a(r) の増加に伴い回折光の振幅は単調増加する．2つ目の括弧は
位相変調を表わし，所望の位相変調から余分な入射光の位相を減算した位相変調と無変調の
光から分離するための平面波項の和で記述される．
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図 5.1 1次光の生成と抽出を表わした図．入射光を SLMで生成したホログラムで位相
変調し，レンズで集光させる．SLMで強く位相変調した箇所は Bragg回折条件の 1次方
向に伝搬し，位相変調が弱い箇所では 0次光になり，それ以外は高次光として 1次光の整
数倍の角度で伝搬する．整数倍の角度差がある各光波は集光位置がずれ，絞りを用いるこ
とで所望の 1次光のみを抜き出して通過させることができる．

式 (5.1)による位相変調により，Braggの回折条件による角度で伝搬する 1次光が振幅・
位相変調された所望の光波として変調され，式 (5.1)での振幅比が小さい箇所は殆ど変調さ
れず 0次光や 1次光の整数倍の角度で高次光として伝搬される．伝搬の角度が異なる光波と
して伝搬することにより，レンズで集光すると集光点位置が各角度毎に離散的に離れ，所望
の 1次光のみを絞りやピンホールで抽出し通過させることができる（図 5.1）．

5.2 Laguerre–Gaussianビームの生成実験
LGビームの生成実験の実験系を図 5.2に示す．光源は He-Neレーザ（波長 λ = 633 nm）
とし，光源直後の 1/2 波長板（Half WavePlate; HWP）によって偏光ビームスプリッタ
（Polarizing Beam Splitter; PBS）を通過する光強度を最大にした後，再度 HWPによって
SLM（SLM-200, santec corp.）で位相変調可能な垂直偏光 |V〉 のみを抽出し，ビームエキ
スパンダ（Beam Expandar; BE）でビーム径を w0 = 3.85mm に拡大してビームスプリッ
タ（Beam Splitter; BS）を介して SLMに照射した．本実験で用いた SLMは，ピクセルサ
イズが 8µm で大きさ 15.36mm × 9.6mm，10bit諧調可能な液晶ディスプレイをもつ．ま
た，SLM上に投影するホログラムは SLM校正 [33]を加味した式 (5.1)であり，ブレーズド
グレーティング回折格子の周期は Λ = 48 µm とし，所望の複素振幅分布は LG0,p（ビーム径
w1 = 0.398mm，p = 0, 1, 3, 5）とした．SLMからの反射光は，BSで反射した後にレンズ 1
（焦点距離 f1 = 50mm）とレンズ 2（焦点距離 f2 = 200mm）で 4f 系を組み，ビーム径を
f2/f1 = 4倍拡大させた．さらに直後にレンズ 3（焦点距離 f3 = 50mm）とレンズ 4（焦点
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図 5.2 高次動径モードを有する LGビーム生成の実験系．

距離 f4 = 50mm）で再度 4f 系を組み，2つのレンズ間に所望の 1次光のみを抽出するた
めの絞り（最大開口 ∅12.0mm）を設置した．絞りを通過した所望の複素振幅分布をもつ光
は，レンズ 4を通過した後に CCDカメラ（BC106-VIS,Thorlabs Inc.）によって受光した．
本研究で使用した CCDの受光面の大きさは 8.77mm × 6.6mm（1360pixel × 1024pixel）
である．

5.3 Laguerre–Gaussianビームの生成実験結果
LGビームの生成実験の結果を図 5.3に示す．図 5.3から，全ての動径モードで p+1重の
多重リングのビーム断面を撮像された．また，図 5.3の画像を半径 σ = 10 pixelのGaussian
フィルタでノイズ除去し，パラメータを (a, b, w1, r0) とする光強度分布

Ifitp (r) := a

[
L0
p

(
2‖r − r0‖2

w2
1

)]2
exp
(
−2‖r − r0‖2

w2
1

)
+ b (5.2)

でフィッティングした．ただし，aは振幅，bは定数成分のノイズ，w1 はビーム径，r0 は
ビームの光軸位置とした．とくに式 (5.2)で得られたビーム径 w1 を表 5.1に示した．表 5.1
から，ビーム径は動径モードに依らず 0.78mm程度であった．図 5.3の光強度分布 Iexpp (r)

と式 (5.2)でフィッティングした光強度分布 Ifitp (r) により Pearsonの相関係数

CCp :=

∑
r

[Iexpp (r)− 〈Iexpp (r)〉][Ifitp (r)− 〈Ifitp (r)〉]√√√√{∑
r

[Iexpp (r)− 〈Iexpp (r)〉]2
}{∑

r′

[Ifitp (r′)− 〈Ifitp (r′)〉]2
} × 100%, (5.3)

〈Iip(r)〉 :=
1

N

∑
r

Iip(r), (N は画像の総ピクセル数, i = exp, fit.) (5.4)

で Iexpp (r)と Ifitp (r)の類似度を評価した（表 5.2）．表 5.2から，全ての動径モードで 90%
以上一致したが，動径モードの増加に伴い相関係数は減衰した．
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図 5.3 高次動径モードを有する LGビーム生成の実験結果．

表 5.1 式 (5.2)により得られたビーム径．

動径モード p 0 1 3 5

ビーム径 w1 (mm) 0.790 0.773 0.770 0.769

表 5.2 CCD で撮像した画像と式 (5.2) により得られた画像との相関係数．動径モード
が増加するに従い相関係数は減衰した．

動径モード p 0 1 3 5

相関係数 CCp (%) 99.2 96.8 94.8 92.9

5.4 Laguerre–Gaussianビームの生成実験の考察
まず，表 5.1でビーム径が w1 = 0.78mmであったことについて考察する．所望のビーム
径は，図 5.2のレンズ 1,2の 4f 系によるビームの拡大に注意すると (f2/f1)w1 = 1.59mm
となるはずだが，実際に撮像されたビーム径は 0.78mm と小さかった．これは図 5.2 のレ
ンズ 1 が，図中でビームが左下へ向かうようにずれて鏡で反射することで光路長が短くな
り，実際のビーム径よりも小さくなったと考えられる．または，2つ目はレンズ 4が焦点距
離 50mmよりも絞りに近づいて設置されることにより，ビーム径が小さくなったと考えら
れる．
次に，Pearsonの相関係数 CCp が動径モード pの増加に伴い単調に低下したことについ
て考察する．動径モードが増加すると，ビームの横断面の広がり幅 [27]

σ2
p := 2

∫
R2

dr ‖r − r0‖2Iexpp (r) (5.5)

が広がることで，SLMに表示する式 (5.1)の振幅変調項 [1− sinc−1(a(r))/π]が大きい領域
が広くなることで，SLMで掛ける電圧と位相の線形性からの誤差範囲が広がったことによ
るといえる．
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第 6章

光子計数器の動作確認

本章では，光子計数器の動作確認について述べる．6.1節では光子計数の手法を述べ，6.2
節では光子計数器の動作確認を行なうための実験系，6.3節では実験結果を示し，6.4節では
実験結果の考察を述べる．

6.1 光子計数の手法
本節では，コヒーレント光の光子を計数する手法について述べる．6.1.1項では，光子検
出器および光子計数器による光子計数の手法について述べ，6.1.2項では，6.1.1項での光子
検出器に入射される光子の換算方法について述べる．

6.1.1 光子検出器および光子計数器による光子計数

本研究では，光子検出器によって受光した光子を検出して 1つのパルス波を出力し，光子
計数器によって光子検出器によるパルス波の計数を指定の時間で計数する手法を用いた（図
6.1）．とくに，光子検出器として光電効果により光子を電子に変換させるアバランシェフォ
トダイオード（Avalanche PhotoDiode; APD）を，光子計数器として同時計数器を本研究
では使用した．

APDは受光した光子を全て光電子に変換することができず，受光面に入射された光子に
対する光電流のパルス数の比である量子効率 η と，光子を受光した後に再度受光可能となる
までの無反応の期間であるデッドタイムにより光子計数へ送られる信号は制限される．使用
した APD（PDM, Micro Photon Devices S.r.l.）では，633nm の光子に対する量子効率は
40%であり，デッドタイムは 77ns である．また，デッドタイムの逆数が単位時間あたり
の計数の飽和数であり，本実験で使用した APDでは 12Mcounts/s 程度となる．
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APD Photon counter

PhotocurrentIncident light

図 6.1 光子計数の概念図．APDで受光した入射光の光子をパルス状の光電流 Jopt に
変換し，パルス波を光子検出器で受光する．

6.1.2 光子検出器に入射される光子数の換算

光子検出器に入射される光子数 nin は，APD受光面手前の入射光のパワーを Pin，APD
受光面手前の迷光によるパワーを Penv，光子計数器での計数時間を tPC とすると

nin =
(Pin + Penv)× tPC

h̄ω
(6.1)

となる．ただし，図 6.2の実験系から Pin, Penv は

Pin =
D2

πw2
0/2

[
4ng

(1 + ng)2

]2
AaγBSP

PM
in , Penv =

D2

πr2PM

4ng
(1 + ng)2

PPM
env (6.2)

とした．ただし，BS 反射光に対する BS 透過光の比を γBS とし，減衰器による減衰比を
Aa，実験で使用する APD受光面を覆うガラス（屈折率 ng = 1.5）を透過するときの透過
率を [4ng/(1 + ng)

2]2 とし [34]，ビーム径 w0 およびパワーメータの受光面の半径 rPM に
よる大きさに対する APD受光面の大きさを D2 とし，APD入射前に設置した BSによる
反射光のパワーを PPM

in ，APD手前でパワーメータで計測したパワーを PPM
env とした．

6.2 光子計数器の動作確認の実験系
光子計数器の動作確認の実験系を図 6.2に示す．光源を He-Neレーザとし，HWPの角度

θ を変化させることで PBS を通過する光を変え，APD で受光する光子数を調節した．ま
た，APDに入射するパワーをさらに減衰させるために減衰器（10dB, 40dB）を設置した．
このとき，減衰器を通過する光はパワーメータで計測可能な最小の値に近くなるため，減衰
器透過前に BSを設置して反射光をパワーメータで計測することにより大きいパワーで計測

𝜆 = 632.8nm

HWP PBS BS

Power Meter

10dB APDHe-Ne Laser
40dB

𝐷

Attenuators

Photon counter

𝜃

図 6.2 光子計数器の動作確認の実験系．
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できるようにした．減衰器を透過した入射光は APD で受光され，パルス波の光電流 Jopt

として電気信号に変換し，光子計数器（SR400–Gated photon counter, Stanford Research
Systems）で tPC = 1 s 間計数した．また，APD 手前での迷光による計数を得るためにパ
ワーメータでパワーを計測した．
さらに，式 (6.2)で用いる定数を得るために，γBS は BSから反射した光と透過した光を
パワーメータで計測した後 2つの値を除算した．同様に，BSから透過した光と 10dB の減
衰器を透過した光をパワーメータで計測した後 2つの値を除算した．最後に，40dB の減衰
率を計算するために 10dB を外し，BSから透過した光と減衰器を透過した光をパワーメー
タで計測した後 2つの値を除算した．

6.3 光子計数器動作確認の実験結果
光子計数器動作確認の実験結果を図 6.3 に示す．nin は表 6.1 から得られた値を式 (6.2)
および式 (6.1)に代入して換算した．また，図 6.3での青色の点は APDに入射された光子
数 nin に対して得られた計数 nPC であり，赤色の実線は最小二乗法によるフィッティング
である．フィッティングした一次関数の傾きが量子効率 η にあたる：

η =
dnPC
dnin

× 100% = 31%. (6.3)

式 (6.3)から，公称値の量子効率 η = 40% に対して 9%pt 程度の損失があった．また，実
験結果から殆ど入射光の光子数に対して得られた計数は線形に増加した．

6.4 光子計数器動作確認の実験結果の考察
まず，図 6.3で量子効率が公称値に対して 9%pt の損失があったことについて考察する．
図 6.2 の実験系では，He-Ne レーザから照射された光を APD で受光させる際に目視で
ビームの中心を APDの受光面に合わせたが，APDの受光面はビームに対して十分に小さ
く，APDの受光面に入らなかった光子数が損失となり，APDの損失が公称値よりもあった
といえる．また，使用した APDが経年劣化のため，受光した光子が光電流として変換され
にくくなったと考えられる．
次に，APDに入射された光子数と光子計数器での計数が殆ど線形に増加したことについ
て考察する．APDの特性上，再度受光可能になるデッドタイムの逆数 17Mcounts/sより
も光子数が多い場合は，飽和した光子数だけ損失となり線形に増加しなくなる．しかし，図

表 6.1 式 (6.2)での各値

パラメータ PPM
env γBS Aa D w0 rPM

実測値 1.4nW 0.86 1.0× 10−5 50µm 3.85× 10−3 mm 4mm
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図 6.3 光子計数器の動作確認の実験結果．青色の点はAPDに入射された光子数 nin に
対して得られた計数 nPC であり，赤色の実線は最小二乗法によるフィッティングである．

6.3から，最も入射光子数が多い場合でもデッドタイムの逆数よりも 1桁小さいため飽和に
よる損失が無く線形に増加したといえる．
以上の結果と考察から，光子計数器は APDに入射された光子数を計数する計数器として
動作したといえる．



28

第 7章

光子計数器による 2光子対の検出
実験

本章では，光子計数器を用いた 2光子対の検出実験について述べる．7.1節で 2光子対検
出のための原理，7.2節では 2光子対検出の実験系，7.3節では 2光子対検出の実験結果に
ついて述べ，7.4節では 7.3節の考察を行なった．

7.1 2光子対の検出実験の実験原理
本節では，7.1.1項でバンドパスフィルタ（Band-Pass Filter; BPF）によって 2光子対の
計数を換算する手法，7.1.2項で各素子の透過率と量子効率を考慮した補正について述べる．
その後，7.1.3項で 2光子対の温度依存性の視点についても述べる．

7.1.1 バンドパスフィルタによる換算 2光子計数

ポンプ光（中心波長 λp = 405 nm）とポンプ光により生成された 2 光子対（中心波
長 2λp = 810 nm）による光子がノイズ成分の計数 δN よりも十分大きいと仮定する
と，2 光子対の検出を光子計数器で計測するためには，測定には 2 種類の異なる条件下
で計数した結果が必要である．本章での実験では，中心波長 810nm の BPF を 1 枚設
置したときと 2 枚設置した状態で計数することにより異なる 2 種類の条件を与える．ま
た，BPF による条件とは異なる視点として，非線形光学結晶の屈折率の温度依存性によ
る生成される 2 光子対の波長シフトを得るために，非線形光学結晶の温度を調節した．
中心波長 λp, 2λp の光子のみが十分大きい信号とする仮定により，光子計数器での計数
Ni(T ) (i : BPFの枚数, T : 非線形光学結晶の温度) は{

N1(T ) = α405N405(T ) + α810N810(T ),

N2(T ) = α2
405N405(T ) + α2

810N810(T )
(7.1)
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図 7.1 BPFを設置することによる光子の計数の減衰を表わした概念図．BPFにより，
波長 405nmのポンプ光を大幅に減衰させ，BPFの幅にある中心波長 810nmの 2光子
対は殆ど通過し，APDで受光する光子に含まれる 2光子対の割合を増やす．

の関係を満たすはずである．ただし，α405, α810 はそれぞれ中心波長 λp, 2λp の光子の BPF
透過率であり，N405(T ), N810(T ) はそれぞれ中心波長 λp, 2λp の光子数とした．図 7.1 に
BPFを設置したときの中心波長 λp, 2λp の光子の計数を表わした概念図を示した．ポンプ
光と 2 光子対の中心波長は十分に離れているため，BPF の影響は殆ど独立な作用をする．
BPFを透過させることで，ポンプ光は BPFにより殆ど透過せず，2光子対は BPFの透過
幅内にある光子のみが殆ど透過する．さらに，BPFを 2枚設置することで，再度中心波長
λp の光子は殆ど透過しなくなる．したがって，中心波長 2λp = 810 nmの BPFを設置する
ことで，APDで受光して光子計数器で計数するときの式 (7.1)は，顕著に値が変わると予
想される．

7.1.2 各素子による光子計数減衰の補正

7.2 節で用いる非線形光学結晶透過以降の各素子による光子数の減衰を補正する．図 7.3
により，αSDM

λ (λ = 405, 810) をショートパスダイクロイックミラー（Shortpass Dichroic
Mirror; SDM）の透過率，ηλ を APDの量子効率として次の式のように補正すれば良い：

Nλ(T ) → αSDM
λ ηλNλ(T ). (λ = 405, 810) (7.2)

ただし，レンズを透過する際の損失と APD受光面を覆うガラスによる損失は他の係数に比
べて小さい損失として無視した．

7.1.3 生成される 2光子対の温度依存性

7.1.1項で温度 T を変数とした理由について述べる．非線形光学結晶の温度を適切に設定
することで，2光子対は縮退した波長 2λp で生成される確率が最も高い単峰な確率分布にな
り，このとき最も BPFを通過する 2光子対が多くなる（図 7.2）．しかし，冷却や加熱によ
り非線形光学結晶の温度が上述の温度からずれると，非線形光学結晶の屈折率が縮退した波
長で QPMを満たさず，縮退した波長よりも短い波長と長い波長に 2光子対が分かれて双峰
の確率分布で生成される．縮退した波長から離れるにしたがって双峰の確率分布が最大とな
る波長は互いに離れ，BPFを透過する領域が小さくなり APDに入射される 2光子対の数
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は減少する．したがって，非線形光学結晶の温度を変化させると光子計数器による計数は，
上に凸な結果を得ることになる．

7.2 2光子対の検出実験の実験系
2光子対検出の実験系を図 7.1に示す．レーザダイオード（Laser Diode; LD）読取電流を

85.0mA に設定した波長 λp = 405 nm の LD（LP405–SF10–405nm, Thorlabs Inc.）から
発振されたポンプ光を出力端にコリメートレンズをもつシングルモードファイバ（Single-
Mode Fiber; SMF）で伝搬し，自由空間上に照射した．SMFから出力した光の偏光 |JLD〉
を HWP1 と QWP（Quater WavePlate; QWP）および PBS を用いることで，ポンプ光
を水平偏光 |H〉 となるように調節し，HWP2 でポンプ光を垂直偏光 |V〉 にした．非線形
光学結晶中にポンプ光を収めるためにレンズ 1（焦点距離 f1 = 100mm）でポンプ光を結
晶中心が焦点となるように入射し，レンズ 2（焦点距離 f2 = 35mm）で透過光を平行光に
した．本実験で使用した非線形光学結晶は，大きさ 15mm × 2.1mm × 0.5mm で分極反
転周期 Λ = 6.9µm の MgO:PPLN とした．また，ペルチェモジュール（FPH1–7104NC,
Fujitaka Corp.）およびサーミスタ（PSB-SI形サーミスタ, SHIBAURA ELECTRONICS
Co., Ltd.），温度コントローラ（TED200C–ベンチトップ型 TECコントローラ, Thorlabs
Inc.）により非線形光学結晶の温度調節を行なった．非線形光学結晶を透過する光はポンプ
光と 2光子対であり，SDMで波長が長い 2光子対が反射するように SDMでポンプ光と 2

光子対を分離した．2光子対を APDに受光させるためにレンズ 3（焦点距離 f3 = 120mm）
で APD受光面に集光させた．ただし，SDMによって僅かに反射したポンプ光の内，光軸
から離れた成分を，レンズ 3 直前に取り付けた絞り（最大開口 ∅12mm）で除去した．ま
た，7.1.1 項での換算のため 1 枚または 2 枚の BPF（810nm CWL, 12.5mm Dia., Hard
Coated OD4.0 10nm Bandpass Filter, Edmund Optics Japan Ltd.）を APD直前に設置
した．ただし，迷光が APDに侵入しないように BPF（中心波長 (810.00± 2.00)nm，半値
全幅（Full Width at Half Maximum; FWHM）(10.00± 2.00)nm）と APD受光面の近傍
を筒で覆った*1．APD（SPCM–AQR–14，Excelitas Technologies Corp.）で受光した光は

図 7.2 2光子対が縮退した波長 2λp で生成される確率が最も高いときは，単峰な分布
となるが，非線形光学結晶を冷却や加熱すると結晶の屈折率が変化し，2λp から分離し双
峰の確率分布となることで BPFの幅からずれる領域が増える．
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図 7.3 2光子対検出の実験系．

電気信号に変換され，光子計数器で 5 s 間の計数を 5回連続で測定した．さらに，迷光によ
るノイズ成分 δNshutter(T ) を計数するために筒と APD の間にシャッターを設置し，各温
度でのノイズを測定した．

BPFの 405nmでの透過率は公称値では正確に値を取ることができなかったため，LD読
出電流を 5.1mA で BPFを筒に付けない場合と 1枚付けた場合での 5× 10−2 s 間の計数を
16回測定し，その比率を α405 とした．

7.3 2光子対検出の実験結果
図 7.4に BPFが 1枚のときの光子計数器での単位時間あたりの計数（図 7.4(a)）と BPF
が 2枚のときの単位時間あたりの計数（図 7.4(b)），シャッターで入射光を遮ったときの単位
時間あたりの計数（図 7.4(c)）を示した．図 7.4から，T = (44±2) ◦Cで計数 N1(T ), N2(T )

が最大となる殆ど上に凸な温度特性が得られた．また，温度 T を変化させたときの計数の
変動割合を

∆N :=
maxT N(T )− minT N(T )

maxT N(T ) + minT N(T )
× 100%, (N = N1, N2, δNshutter) (7.3)

で評価すると，温度変化による変動割合は表 7.1のようになった．表 7.1から，N1(T ), N2(T )

の変動割合に対して誤差が 2桁小さく，ノイズ成分 δNshutter(T ) は誤差と変動割合が同程
度でかつ N1(T ), N2(T ) に対して 2桁小さい値であった．
図 7.4の結果を式 (7.1)および式 (7.2)に代入して得られたポンプ光（図 7.5(a)）および

2光子対の光子数（図 7.5(b)）を図 7.5に示す．図 7.5から，ポンプ光は温度変化に対して

*1 図 7.3での筒は簡便のため半透明に描いているが，実験では不透明な筒を使用した．
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表 7.1 温度 T を変化させたときの計数の変動割合．N1(T ), N2(T ), N405(T ) は誤
差は変動割合に対して 2 桁小さく，さらに 15%, 20% と顕著に変動した．一方，
δNshutter(T ), N810(T ) は誤差と変動割合が同程度の変化となった．

計数・光子数名 ∆N1 ∆N2 ∆(δNshutter) ∆N405 ∆N810

変動割合（%） 15.16± 0.24 20.5± 0.5 3.6± 3.4 25± 22 20.5± 0.5

(a) (b) (c)

図 7.4 光子計数器で直接得られた（a）BPFが 1枚のときの計数と，（b）BPFが 2枚
のときの計数，(c) シャッターで入射光を反射させたときの計数．（a）および（b）から
T = (44± 2) ◦C で計数が最大となり，（a）および（b）による成分に対して（c）による
ノイズ成分は 2桁小さい値であった．

表 7.2 式 (7.1)および補正 (7.2)で用いたポンプ光 405nm に対する各係数の値．

係数名 BPFの透過率 α405 SDMの透過率 αSDM
405 APDの量子効率 η405

各係数の値 (5± 1)× 10−5 1.94× 10−2 8.5× 10−2

表 7.3 式 (7.1)および補正 (7.2)で用いたポンプ光 810nm に対する各係数の値．

係数名 BPFの透過率 α810 SDMの透過率 αSDM
810 APDの量子効率 η810

各係数の値 0.95 0.935 0.53

殆ど一定であったが，2光子対は温度変化に対して顕著に変化し，図 7.4と殆ど同じ温度特
性が得られた．実際，式 (7.3) に対して N = N405, N810 として温度 T を変化させたとき
の光子数の変動割合を評価すると表 7.1のようになった．また，ポンプ光の光子数の誤差は
N1(T ), N2(T ), N810(T ) とは異なり光子数と同じ桁数だけ広がった．さらに，2光子対の光
子数はポンプ光の光子数に比べて 6桁少ないが，2光子対は δNshutter(T ) に対して 2桁多
かった．

7.4 2光子対検出の実験結果についての考察
まず，図 7.4による実験結果および式 (7.3)による各計数から得られた温度特性について
考察する．非線形光学結晶から得られる 2 光子対には温度特性があるため，2 光子対が生
成されると光子計数にも温度特性が反映されるはずである．この温度特性は，式 (7.3)によ
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(a) (b)

図 7.5 光子計数器で得られた計数から換算した（a）ポンプ光の光子および（b）2光子
対の光子数．（a）では温度変化に対して殆ど一定であるが（b）では温度変化に対して顕
著に変化した．また，（b）は図 7.4と殆ど同じ温度特性が得られた．さらに，（b）での光
子数は（a）での光子数に比べて 6桁少なかった．

る図 7.4の計数変動の評価から顕著に変化したため，確かめられたといえる．また，図 7.4
から温度変化に対して殆ど上に凸となったが，これは 7.1.3 項による要因によるものと考
えられる．さらに，図 7.4(a)の温度変化が図 7.4(b)と同程度あることについては，N1(T )

が N2(T ) に対して桁が変わる程度には変化しなかったため，BPF を 1 枚通すのみでも 2

光子対がポンプ光に対して十分含まれていたことによるものといえる．一方，ノイズ成分
δNshutter(T ) は，N1(T ), N2(T ) よりも 2桁小さいため十分無視でき，式 (7.3)から温度特
性が無いためMgO:PPLNからの迷光は殆ど無いといえる．
次に，図 7.5による実験結果および式 (7.3)による各光子数から得られた温度特性につい
て考察する．ポンプ光の光子数が非線形光学結晶の温度依存性が現れなかった要因は，ポン
プ光の光子数は 2光子対の光子数に比べ 6桁多く殆ど 2光子対の光子数は無視できるため，
QPMによる 2光子対を生成せず単に非線形光学結晶を通過した光子数が温度に依らない光
子数として現れたといえる．一方，2光子対の光子数はポンプ光の光子数とは異なり温度変
化が N1(T ), N2(T ) と同程度現れたが，これは 7.1.3項で述べたように QPMが温度依存性
をもつことに起因するといえる．
さらに，ポンプ光の光子数の誤差が N1(T ), N2(T ), N810(T ) とは異なり光子数と同じ桁
数だけ広がったことについて述べる．表 7.2の α405が，桁数が一致する精度の不確かさであ
ることに起因し，かつ図 7.5から N810(T ) とは桁数が異なる程度の差があるため N810(T )

には α405 の影響が殆どなく，N405(T ) のみに影響したと考えられる．
最後に，2 光子対の光子数はポンプ光の光子数に比べて 6 桁少なく，また 2 光子対は

δNshutter(T ) に対して 2桁多かったことについて考察する．2光子の数がポンプ光の光子数
に比べて 6桁小さい結果が得られた要因は，SPDCによる 2光子対の生成効率に起因した
結果だといえる．しかし，標準的な 2 光子対の生成効率と同程度の 2 光子対が得られたこ
とについては，ポンプ光と 2 光子対がレンズ 3 によって集光されるときに生じる色収差に
よって，2光子対は焦点位置にあるがポンプ光は焦点位置からずれることでビームが広がり
APD受光面で得られる光子数が小さく見積もられたと考えられる．
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第 8章

まとめ

本論文では，量子的な 2光子対の伝搬に対する性質を明らかにすることであった．第 2章
では，2次元平面および 3次元空間での高次 Gaussianビームと光波の伝搬に伴う重要な位
相シフトである Gouy位相について述べた．
第 3章では，量子的な 2光子対の代表的な手法である SPDCについて述べた．古典的な
光ビームを非線形光学結晶に入射することで SPDCにより，低確率で量子的な 2光子対が
現れることを数式で説明し，SPDC によって生成された 2 光子対は量子論によって説明さ
れることを述べた．また，SPDCは分極反転非線形光学結晶を用いると PMが分極反転の
周期により QPMへと自由度が上がることを示した．
第 4章では，ポンプ光を高次 Gaussianビームとして SPDCにより生成された 2光子に
は，ある伝搬距離の組で位相特異点が光軸上で現れることについて述べた．位相特異点は 3

次元の高次 Gaussianビームでは，ポンプ光の動径モードの次数によって位相特異点の次数
が決まることを示し，Gouy位相和によって得られることに触れた．また，2次元平面にお
いても同様に位相特異点が光軸上で発生することを示した．
以降の章では，ポンプ光の空間モードを変えて量子的な 2光子対を生成のための実験につ
いて述べた．
第 5章では，高次 Gaussianビームを実際に生成する実験を行なった．本実験により，生
成されたビームと所望の動径モードを有するビームとの相関係数が 90%一致した．
第 6章では，光子計数器の動作確認の実験を行なった．本実験により，光子検出器である

APDに入射された光子数と光子計数器で得られた計数が比例したため，光子計数器によっ
て光子数を計数することができることを示した．
第 7章では，中心波長が 810nmの BPFを 1, 2枚透過させることで波長 405nmのポン
プ光と波長 810nmの生成された 2光子対が APDに到達できる光子数を操作し，2光子対
の光子数を換算した．本実験では，さらに生成される 2光子対の温度特性を利用して実験し
た．本実験により，換算された 2光子対の光子数には温度特性が確認され，ポンプ光の光子
数には温度特性が無かったため，2光子対は非線形光学結晶から生成されたと結論付けた．
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付録 A

高次 Gaussianビーム

本章では，高次Gaussianビームでの近軸Helmholtz方程式による伝搬と，高次Gaussian
ビームと調和振動子との関連，高次 Gaussianビームの Fourier変換について述べる．付録
A.1では近軸 Helmholtz方程式，付録 A.2では LGビームの性質を述べる．また，付録 A.3
では量子的な 2次元調和振動子の Hamiltonianで LGビームを記述し，付録 A.5ではビー
ムの伝搬をユニタリ演算子で表現する．
付録 A.6では HGモードの状態ベクトルと Fourier変換について述べる．

A.1 3次元空間における近軸 Helmholtz方程式
本節ではビームの支配方程式である近軸 Helmholtz方程式を 3次元空間で求めるが，2次
元空間に置き換える際は単に横座標 y を消去した場合となる．
自由空間中を伝搬するスカラー波と仮定した複素電場 E(r, z, t) は，次の波動方程式に
従う：

1

c2
∂2E(r, z, t)

∂t2
−4E(r, z, t) = 0. (A.1)

ただし，t は時刻，4 は空間成分 (x, y, z) での Laplacianとした．
ここで，光波が単色（ω = const.）で波面が殆ど伝搬方向 z を向くことを仮定すると次の
ように記述できる：

E(r, z, t) = E0u(r, z)ei(kz−ωt). (A.2)

ただし，複素振幅 E0 は電場の振幅と初期位相を表わす定数であり，複素振幅分布 u(r, z)

は伝搬方向への変化が小さい分布，位相 exp[i(kz−ωt)] は z 方向へ進行する平面波であり，
光波の波数は k := ω/c，物理定数 c := 2.997 924 58× 108 m/s は真空中の光速である．ま
た，複素振幅分布 u(r, z) は各伝搬距離 z で正規化する：∫

R2

dr |u(r, z)|2 = 1. (A.3)
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式 (A.2)では，複素振幅分布 u(r, z) に伝搬方向に対する条件を課していないため，十分
でない．このため，複素振幅分布の伝搬方向に対する 2 階偏導関数が 1 階偏導関数と波数
k の積に比べ十分小さい緩包絡波近似（Slowly-Varying Envelope Approximation; SVEA）
を仮定する： ∣∣∣∣2ik∂u(r, z)

∂z

∣∣∣∣� ∣∣∣∣∂2u(r, z)∂z2

∣∣∣∣. (A.4)

式 (A.4)は近軸近似と呼ばれる．近軸近似 (A.4)を波動方程式 (A.1)に適用した偏微分方程
式は近軸 Helmholtz方程式と呼ばれ，式 (A.2)の複素振幅分布 u(r, z) に対する運動方程式
になる．近軸 Helmholtz方程式は

i∂u(r, z)
∂z

= − 1

2k
4⊥u(r, z) (A.5)

で与えられる．ただし，4⊥ は光波の横方向 (x, y) に対する横方向 Laplacianである．近軸
Helmholtz方程式 (A.5)から，光波の伝搬方向に対する 1階偏導関数は，横方向に対して横
方向の 2 階偏導関数による変化を与える．とくに，光波の横断面分布が光軸近傍に集中す
る場合，光波の伝搬方向に対する変化は，光波の横断面分布の変化に比べ緩やかになる．ま
た，近軸 Helmholtz方程式は自由粒子の Schrödinger方程式と等価な偏微分方程式である．

A.2 Laguerre–Gaussianビームの諸性質
本論文では，LGビームが有する性質を 3つ述べる．
まず，LG ビームの伝搬に伴う光強度分布の形状不変性について述べる [35]．純粋 LG
ビームの実振幅分布は，式 (2.8)から動径 r と伝搬距離 z のみに依存し，変数 r を含む変
数は r/w(z) の組み合わせのみ含まれる．変数 r/w(z) は焦点面（z = 0）では r/w0 とな
るため，スケール因子 α(z) を

α(z) :=
w0

w(z)
=

1√
1 + (z/zR)2

で定義してビームの実振幅分布の変数を α(z)r と置く．スケール因子 α(z) を用いて，式
(2.8) を実振幅分布 ALG

l,p (α(z)r, z) と位相分布 φLGl,p (r, θ, z) に分離すると次の式で与えら
れる：

ALG
l,p (α(z)r, z) := α(z)

CLG
l,p

w0

(√
2[α(z)r]

w0

)|l|

L|l|
p

(
2[α(z)r]2

w2
0

)
exp
(
− [α(z)r]2

w2
0

)
, (A.6a)

φLGl,p (r, θ, z) := k
r2

2R(z)
+ lθ − χl,p(z). (A.6b)

式 (A.6a)から，α(z)r の項は，ビームの伝搬に伴い集光面でのビーム横断面分布を相似な
形状に維持しながら 1/α(z) 倍拡大させる役割をもつ（図 A.1）．また，式 (A.6a)の右辺全
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Intensity

図 A.1 LGビーム LGl=+1,p=2 の z 方向への伝搬に伴うビームの変化を表した．純粋
な LGビームでは，ビーム集光面 z = 0 での分布を中心に集光面から離れるにつれて相
似な形状を保ちながら 1/α(z) 倍拡大される．

Increase

(b)(a)

図 A.2 LGビーム LGl=+1,p=5 の伝搬依存するスケール因子 α(z) と Gouy位相変化
χl,p(z) を表した．(a) LG ビームの伝搬に伴うビームの振幅減衰とビーム断面の拡大率
の逆数を与えるスケール因子 α(z) であり，スケール因子は光軸上で最大値になる上に
凸な減衰をする．(b) 灰色の実線が基本 Gaussian ビーム LG0,0 の Gouy 位相 χl,p(z)

で，青色の実線が LGビーム LGl,p の Gouy位相であり，モード番号の増加に伴い線形
に Gouy位相が増加する．Gouy位相は焦点から Rayleigh長 zR までの領域において急
峻に変化する．

体に掛かる α(z) は，正規化 (A.3)による因子であり，各横断面全体に対して振幅を一様に
減衰させる（図 A.2(a)）．

LG ビームではビーム径が焦点近傍で 2 次関数的に拡大するため横方向波数 k は急峻に
増加し，焦点から十分伝搬するとビーム径は線形に拡大するため横方向波数 k は一定とな
る．また，LGビームの横断面上分布は単調増加に拡大するため，横方向波数 k もまた単調
増加する．したがって，LGビームの Gouy位相は単調増加し，焦点近傍で急峻に変化する
（図 A.2(b)）．さらに，LGビームのモード番号に Gouy位相変化は比例する（図 A.2(b)）．
最後に，LG ビームの直交性について述べる．式 (A.3) を満たす任意の複素振幅分布

u1(r, z), u2(r, z) の内積を

〈u1(z)|u2(z)〉 :=
∫
R2

dr u∗1(r, z)u2(r, z) (A.7)
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で定義する．式 (A.7)により，複素振幅を与える複素数値関数全体の集合は Hilbert空間 H
になる [36, 37]．式 (2.8)に対して Laguerre陪多項式 L

|l|
p (ν) の直交性∫ ∞

0

dν ν|l|e−νL
|l|
p′ (ν)L

|l|
p (ν) =

(p+ |l|)!
p!

δp,p′

および三角関数の複素表現 exp(ilθ) の直交性∫ +π

−π

dθ e−il′θeilθ = 2πδl,l′

に注意すると，任意の LGビーム LGl,p,LGl′,p′ との内積で

〈uLGl,p (z)|uLGl′,p′(z)〉 = δl,l′δp,p′ (A.8)

が導かれる．
式 (A.8) から，{LGl,p}l∈Z,p∈Z+

0
は正規直交系を成す．このとき，任意の複素振幅分布

u(r, z) は係数の組 {cl,p}l∈Z,p∈Z+
0
に対して，

u(r, z) =
∑
l∈Z

∑
p∈Z+

0

cl,pu
LG
l,p (r, z), cl,p := 〈uLGl,p (z)|u(z)〉 (A.9)

が成り立ち，{LGl,p}l∈Z,p∈Z+
0
を完全という [38]．

A.3 量子的な 2次元調和振動子の Hamiltonianと LGビーム
複素振幅分布 u(r, z) は内積 (A.7)と正規化 (A.3)を満たので Hilbert空間に属し，量子
力学における波動関数と同様の記法を適用することができる．したがって，複素振幅分布
u(r, z) を状態ベクトル |u(z)〉 から横断面位置 |r〉 を射影することで得られる値と捉えるこ
とができる：

u(r, z) := 〈r|u(z)〉. (|r〉 := |x, y〉) (A.10)

一方，ブラケット記法により状態 |u(z)〉 に対して，横断面位置 |r〉 の代わりに横波数 |k〉
を用いれば

ũ(k, z) = 〈k|u(z)〉. (|k〉 := |kx, ky〉) (A.11)

と複素振幅分布の Fourier 変換 ũ(k, z) := F [u(r, z)] が得られるため，状態ベクトルで議
論すれば横断面や横波数による座標に依らない統一的な記述ができる．
次に，焦点での LGビームの状態ベクトルが 2次元調和振動子の Hamiltonian演算子と
軌道角運動量演算子の固有状態であることを述べる．ビームの運動方程式は近軸 Helmholtz
方程式 (A.5)として伝搬距離 z による発展は得られるが，焦点面 z = 0 での横断面内の初
期条件 |u(z = 0)〉 は任意である．そこで，初期条件として状態ベクトル |u(0)〉 は量子的な
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2次元調和振動子（Harmonic Oscillator; HO）の Hamiltonian ĤHO の固有状態および軌
道角運動量 L̂z の固有状態であることを課す [39]：

ĤHO := h̄ω

[
1

w2
0

(q̂x + q̂y)
2 +

w2
0

4h̄2
(p̂x + p̂y)

2

]
(A.12a)

L̂z := q̂xp̂y − q̂yp̂x (A.12b)
ĤHO|u(0)〉 = h̄ω(N + 1)|u(0)〉, L̂z|u(0)〉 = h̄l|u(0)〉. (A.12c)

ただし，演算子 (q̂x, q̂y), (p̂x, p̂y) はそれぞれ位置演算子・運動量演算子といい，x 方向に対
しては固有状態 |x〉, |kx〉 によって

q̂x|x〉 = x|x〉, p̂x|kx〉 = h̄kx|kx〉 (A.13)

を満たす（y 方向についても同様）．また，固有値 N, l はそれぞれ非負整数と整数であり，
ビーム断面の大きさを与えるモード番号と方位角モードと一致する．さらに，位置演算子と
運動量演算子は交換関係

[q̂i, p̂j] := q̂ip̂j − p̂j q̂i = ih̄δi,j, (i, j = x, y) (A.14)

を満たすことが量子力学においてよく知られている．ただし，δi,j は Kroneckerのデルタで
ある．
式 (A.12a)と式 (A.12b)の固有値との関係は

â†i :=
1

w0
q̂i − iw0

2h̄
p̂i, âi :=

1

w0
q̂i + iw0

2h̄
p̂i. (i = x, y) (A.15)

で定義される上昇演算子 (â†x, â
†
y)と下降演算子 (âx, ây) を用いると簡潔に表わせる．上昇演

算子と下降演算子を合わせて昇降演算子という．ただし，q̂i, p̂i (i = x, y) は式 (A.13)から
固有値が実数であるため Hermite共役を行なっても同じ演算子を維持する（Ô† = Ô）．こ
のような演算子を Hermite演算子という．昇降演算子の交換関係は，式 (A.14)から

[âi, â
†
j] = δi,j, [âi, âj] = [â†i , â

†
j] = 0 (i, j = x, y) (A.16)

を満たす．昇降演算子により式 (A.12a)と式 (A.12b)は次のように表わされる：

ĤHO = h̄ω(N̂ + 1), L̂z = ih̄(â†xây − â†yâx), (A.17)

N̂ := N̂x + N̂y, N̂i := â†i âi. (i = x, y) (A.18)

LG モード LGl,p の固有状態とするには，昇降演算子に方位角方向に対して対称性を用
いて

â†± :=
1√
2
(â†x ± iâ†y), â± :=

1√
2
(âx ∓ iây) (A.19)
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とし，粒子数演算子 N̂ と軌道角運動量演算子 L̂z は

N̂ = N̂+ + N̂−, L̂z = h̄(N̂+ − N̂−), (A.20)

N̂± = â†+â+ + â†−â−, N̂±|N+〉 = N±|N+〉, |N〉 := |N+, N−〉 (A.21)

で記述される．明らかに式 (A.20)の固有値は N+, N− で記述でき，式 (A.12c)から N =

N+ + N− の非負整数で記述され，式 (A.12c) から固有値 l は l = N+ − N− となるた
め，固有値 l は整数全体を取り得る．昇降演算子を固有状態 |N〉 = |N+, N−〉 に作用した
â†±|N+, N−〉, â±|N+, N−〉 は式 (A.16) と式 (A.20) により固有値を ±1 つずつ上昇または
下降させるため，N± は整数であり下限 0 がある．
固有値 N± が非負整数なので基底状態 |N± = 0〉 があり，下降演算子を掛けるとその状
態以下は無いので 0 とする：

â+|N+ = 0〉 = â−|N− = 0〉 = 0. (A.22)

このとき，基底状態 |N+ = 0, N− = 0〉 = |l = 0, N = 0〉 は LG0,0 に対応するといえる．
基底状態 |0, 0〉 が最も基本的な状態であり，一般の固有状態は基底状態を上昇演算子に
よってモードを上昇させることで得られる．実際に LGビームの昇降演算子によるモード番
号の上昇および下降は，â†+ では l を +1 上昇させ N を +1 上昇させ，â†− では l を −1 上
昇させ N を +1 上昇させ，â+ では l を +1 下降させ N を +1 下降させ，â− では l を
−1 下降させ N を +1 下降させる（図 A.3）．したがって，l, N はそれぞれ LGモードにお
ける方位角モードとビームの大きさを与えるモード番号といえ，式 (2.10)から図 A.3の青
線の位置が動径モード p を与える．
ここで，固有値 N の代わりに動径モード p を導入すると，一般の LGモード LGl,p の状
態 |uLGl,p (0)〉 は

|uLGl,p (0)〉 =
(−1)min(N+,N−)√

N+!N−!
(â†+)

N+(â†−)
N− |0, 0〉

=
(−1)p√
p!(p+ |l|)!

(â†+â
†
−)

p[â†sgn(l)]
|l||0, 0〉 (A.23)

で表わされる [40, 41]．ただし，sgn(l)は符号関数，グローバル位相 (−1)p = (−1)min(N+,N−)

は LGビームの定義に合わせるために付与した．
動径モード p を与える演算子は SPDCで生成した 2光子波動関数の光軸上の伝搬におい
て重要であるため，横座標 |r〉 での動径モード演算子 p̂ を微分演算子で与える [39, 42]：

〈r|p̂ :=


〈r|N̂+ (l < 0)

〈r|N̂ (l = 0)

〈r|N̂− (l > 0)

=

[
−w

2
0

8
4⊥ + sgn(l) i

2

∂

∂θ
+

1

2

(
r2

w2
0

− 1

)]
〈r|.

(A.24)

動径モード演算子は，式 (2.10)や式 (A.15)，式 (A.17)，p̂ = −i∇⊥ から導かれる．
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図 A.3 基本 Gaussianモード LGl=0,p=0 を基底状態とし，昇降演算子を複数演算する
ことで方位角モード l と粒子数演算子の固有値 N が異なる状態になる遷移を表わしてい
る．この遷移から固有値 N が与えられると方位角モード l に上限が現れ扱いづらいの
で，動径モード p を導入し，(l, N) の組み合わせから (l, p) の組み合わせでモードを指定
し直すと，動径モード p を与えても方位角モード l に制限が掛からないため扱い易くな
る．LGモード LG+2,1 のとき，â†+ を演算すると LG+3,1，â†− を演算すると LG+1,2，
â+ を演算すると LG+1,1，â− を演算すると LG+3,0 になる．

A.4 昇降演算子による LGビームの Fourier変換
LGモード LGl,p は，式 (A.23)から上昇演算子 â†± を LG0,0 の状態 |0, 0〉 に掛けること
で表現されたので，â†± の横波数空間上での記述さえ与えれば式 (2.8) を直接 Fourier 変換
しなくとも得られる．
式 (A.15)から

â†i = −i
[

1

(w0/2)−1h̄
p̂i + i(w0/2)

−1

2
q̂i

]
, (A.25a)

âi = +i
[

1

(w0/2)−1h̄
p̂i − i(w0/2)

−1

2
q̂i

]
. (i = x, y) (A.25b)

である．横座標では q̂ = r, p̂ = −ih̄∇⊥ であるが，横波数だと q̂ = +i∇⊥, p̂ = h̄k となるこ
とが Fourier解析により得られるため，式 (2.8)に対して â†i → iâ†i , r → k, w0 → (w0/2)

−1

とすれば式 (2.8)の Fourier変換が得られる：

ũLGl,p (k, z = 0) = πiNCLG
l,p w0

(
w0kr√

2

)|l|

L|l|
p

(
w2

0k
2
r

2

)
exp
(
−w

2
0k

2
r

4

)
. (A.26)

ただし，Parsevalの等式と式 (A.3)∫
R2

dr |uLGl,p (r, 0)|2 =

∫
R2

dk
(2π)2

|ũLGl,p (k, 0)|2 = 1

から ũLGl,p (k, 0) には余分に 2π を掛ける必要があることを用いた．
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さらに，式 (A.29)を式 (A.26)に作用すれば任意の伝搬距離での横波数空間での LGビー
ムが得られる：

ũLGl,p (k, z = 0) = πiNCLG
l,p w0

(
2kr√
2

)|l|

L|l|
p

(
w2

0k
2
r

2

)
exp
(
−w

2
0k

2
r

4

)
exp

(
−i‖k‖

2

2k
z

)
.

(A.27)

A.5 LGビームの伝搬とユニタリ演算子
まず，焦点面でのビームの複素振幅分布 u(r, z = 0) に，伝搬距離 z を与える演算子 Û(z)

を作用した結果が伝搬距離 z でのビームの複素振幅分布 u(r, z) とする：

u(r, z) =: Û(z)u(r, z = 0). (A.28)

次に，式 (2.6)は 2階線形偏微分方程式であり，導関数のみが偏微分方程式に含まれてい
る．したがって，式 (2.6)を横断面に対して Fourier変換すれば，z のみについての偏導関
数が含まれる 1階線形偏微分方程式となるため簡単に解が求まる：

Û(z) = exp
(
−i z

2h̄2k
p̂2

)
. (p̂ := h̄k) (A.29)

とくに，式 (A.29)は演算前後で式 (2.7)の 2式目を変えない演算子であり，このような演
算子はユニタリ演算子と呼ばれる．
最後に，式 (2.7) で表わされる電場が焦点面から伝搬距離 z だけ進ませる微分演算子

ÛE(z) を求める．式 (2.7)から，z 依存項は平面波項と複素振幅分布の項のみであり，複素
振幅分布に対する微分演算子は式 (A.29)で与えられるため，平面波項 exp(ikz) を与える微
分演算子を考えれば良い．平面波項を与える微分演算子 Ûp(z) は，波数を与える微分演算
子を式 (A.29)のように波数の大きさを与える運動量演算子 p̂ := h̄k によって

Ûp(z) := exp
(

iz
h̄
p̂
)

(A.30)

と記述できる．
よって，電場を焦点面から伝搬距離 z だけ進ませる微分演算子 ÛE(z) は次の式で与えら
れる：

ÛE(z) := Ûp(z)Û(z). (A.31)

A.6 Hermite–Gaussianモードの状態ベクトルと Fourier変換
本節では，付録A.6.1でHGモードの状態ベクトルを，付録A.6.2でHGビームの Fourier
変換について述べる．
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A.6.1 Hermite–Gaussianモードの状態ベクトル

2 次元平面での HG モードは，単に横空間座標を x のみで表わした場合といえるので，
HGモードを与える Hamiltonianと固有値 nは

ĤHO = h̄ω

[
1

w2
0

q̂2x +
w2

0

4h̄2
p̂2x

]
, (A.32)

ĤHO|u(0)〉 = h̄ω(n+ 1)|u(0)〉 (A.33)

とする．(A.15)から HGモードの昇降演算子は

â†x :=
1

w0
q̂x − iw0

2h̄
p̂x, âx :=

1

w0
q̂x + iw0

2h̄
p̂x (A.34)

であり，基底状態である HGn=0 は

âx|n = 0〉 = 0 (A.35)

を満たす．このとき，一般の HGモード HGn の状態ベクトル |uHGn (z = 0)〉 は

|uHGn (0)〉 = 1√
n!
(â†x)

n|0〉 (A.36)

で生成される．

A.6.2 Hermite–Gaussianビームの Fourier変換

HGビームの Fourier変換は，式 (2.3)と式 (A.36)，付録 A.4での議論から，上昇演算子
と â†x → iâ†x, x→ kx, w0 → (w0/2)

−1 の置き換えを行なえば得られる：

ũHGn (k, z = 0) = inCHG
n

√
2πw0Hn

[
w0kx√

2

]
exp
(
−w

2
0k

2
x

4

)
. (A.37)

さらに，式 (A.29)を式 (A.37)に作用すれば任意の伝搬距離での横波数空間での LGビーム
が得られる：

ũHGn (k, z) = inCHG
n

√
2πw0Hn

[
w0kx√

2

]
exp
(
−w

2
0k

2
x

4

)
exp
(
−ik

2
x

2k
z

)
. (A.38)
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Ground

state

図 A.4 基本 Gaussianモード LGn=0 を基底状態とし，昇降演算子 â†x, â
†
x によりモー

ドを昇降させる概念図．



50

付録 B

擬似位相整合による自発パラメト
リック下方変換

本章では，QPMでの SPDCによる 2光子対の生成を与える状態ベクトルとその伝搬に
ついて述べる．付録 B.1では QPMでの SPDCによる 2光子対の生成を 2次非線形相互作
用を用いて説明する．付録 B.2では付録 B.1で与えた 2光子状態ベクトルに対して伝搬さ
せたときの状態ベクトルを与える．

B.1 擬似位相整合条件での自発パラメトリック下方変換によ
る 2光子対生成

本節では，付録 B.1.1 で 2 次非線形相互作用による Hamiltonian ĤNL(t) を与え，付録
B.1.2 で 2 光子状態ベクトルを与える．また，付録 B.1.3 では光子対に単色の条件を加え，
付録 B.1.4では波数に縮退の条件を加えた場合について述べる．

B.1.1 2次非線形相互作用による Hamiltonianの記述

まず，2光子対の初期状態 |ψ(0)〉 として，2光子対が真空状態 |vac〉s,i とすると

|ψ(0)〉 = |vac〉s,i (B.1)

で与えられる．
次に，非線形光学結晶が直方体のバルク型分極反転非線形光学結晶（断面積 D = LxLy，
長さ L）とし（図 B.1），ポンプ光は古典光の電場 ~Ep(r, z, t) でシグナル光子とアイドラ
光子は第二量子化された電場 ~̂Es(r, z, t), ~̂Ei(r, z, t) とすると，2 次非線形相互作用による
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Hamiltonian演算子 ĤNL は

ĤNL(t) =
1

2
ε0

∫
D

dr
∫ L/2

−L/2

dz χ(2)
ijk(z)Epi(r, z, t)Êsj(r, z, t)Êik(r, z, t)

=
1

2
ε0

∫
R3

d~kp
(2π)3

∫
R3

d~ks
(2π)3/2

∫
R3

d~ki
(2π)3/2

[
2deff

∑
m:odd

−2i
mπ

−h̄
2ε0c

×

√
ωs(~ks)ωi(~ki)vg(ωs(~ks))vg(ωi(~ki))

n(ωs(~ks))n(ωi(~ki))

∫
D

dr ei∆k·r
∫ L/2

−L/2

dz ei∆kzz

× e−i∆ωtẼp(~kp)â
†
s(
~ks)â

†
i (
~ki) + h.c.

] (B.2)

で記述される [43–45]．ただし，横空間座標でのベクトルは v とし，3次元空間では ~v のよ
うに表記し，ε0 = (8.854 187 812 8± 0.000 000 001 3)× 10−12 F/m は真空中の誘電率，角
周波数と波数には

kj =
n(ωj(~kj))ωj(~kj)

c

の関係にあることを用いた．また，第二量子化された電場 ~̂E(r, z, t) は，非線形光学結晶の
分極反転周期 Λ が生成される光子対の波長 λj (j = s,i) よりも十分長いとすると，連続モー
ドと近似できる（図 B.1）．このとき，第二量子化された Coulombゲージでのベクトルポテ
ンシャル ~̂A(r, z, t) により

~̂Ej(r, z, t) = −∂
~̂Aj(r, z, t)

∂t
(j = s, i)

= i
∫
R3

d~kj
(2π)3/2

√√√√ h̄ωj(~kj)vg(ωj(~kj))

2ε0cn(ωj(~kj))
â†j(
~kj)~e(~kj)e−i(kj·r+kjzz−ωjt) + h.c.

と与えられる [44]．ただし，vg(ωj(~kj)) := 1/[∂kj(~kj)/∂ωj(~kj)]は群速度，â†j(~kj)は光子を
1 つ励起させる生成演算子，~e(~kj) は偏光，h.c. は第 1 項の Hermite 共役を意味する．さ
らに，deff(z) := χ

(2)
ijk(z)/2 (deff :=

∣∣∣χ(2)
ijk(z)

∣∣∣/2) は実効的非線形光学係数とした．ただし，
χ
(2)
ijk(z)は 2次非線形感受率で，分極反転非線形光学結晶では z ∈ [−L/2, L/2]内で分極反
転周期 Λの周期関数である（図 B.1）．したがって，2次非線形感受率の大きさが χ

(2)
0,ijk で

分極反転が Λ/2の周期となっていることを用いると，

χ
(2)
ijk(z) = χ

(2)
0,ijk

∑
m:odd

−2i
mπ

e−imkcz, kc :=
2π

Λ
(B.3)

のように複素 Fourier級数展開できる [45]．∆k := kp − (ks + ki) と ∆kz := kpz − (ksz +

kiz +mkc) はそれぞれ横波数と縦波数の QPMからのずれとし，∆ω := ωp − (ωs + ωi)は
エネルギー保存則からのずれとした．
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結晶⻑

分極反転周期

𝐿

Λ 波⻑

図 B.1 分極反転非線形光学結晶を介し SPDC により生成される 2 光子を表わした概
念図．非線形光学結晶は，結晶長 L，分極反転周期が Λ で 2 次非線形感受率は大きさ
χ
(2)
0,ijk で Λ/2毎に符号が反転している．光子対の一方の波長は λs で，分極反転周期 Λ

よりも短いことを表わしている（他方の光子についても同様）．

ここで，式 (B.2)に対してポンプ光およびシグナル光子とアイドラ光子が SVEA下にある
と仮定すると，縦波数よりも角周波数についての積分の方が扱い易いため，(kj, kjz)

> (j =

p,s,i)についての積分を (kj, ωj)
> に変数変換する．このとき，SVEAから

kjz :=
√
k2j (ωj)− ‖kj‖2 ' kj(ωj)−

‖kj‖2

2kj(ωj)
(j = p,s,i) (B.4)

の関係にあるので*1，偏導関数 ∂kjz/∂ωj と生成演算子 âj(~kj) は式 (B.4)よりも高次の導
関数を無視すると，次のようになる [44]：

∂kjz
∂ωj

' v−1
g (ωj), â†j(

~kj) ' v+1/2
g (ωj)â

†
j(kj;ωj). (B.5)

よって，式 (B.2)を変数変換し，結晶内の横空間および伝搬距離について積分すると

ĤNL(t)= ih̄
∑

m:odd

√
2
3
(2π)5DL

√
Ip

mπc
deff

∫ ∞

0

dωs
2π

∫
R2

dks
(2π)2

∫ ∞

0

dωi
2π

∫
R2

dki
(2π)2

×
∫ ∞

0

dωp
2π

[√
ωsωi

n(ωs)n(ωi)vg(ωp)
e−i∆ωt

× sinc
(
∆kzL

2

)
ũp(ks + ki)Sp(ωp)â

†
s(ks;ωs)â

†
i (ki;ωi) + h.c.

] (B.6)

*1 ポンプ光がパルス波である場合は，群速度の分散も考慮する必要がある [24]：

kjz ' kj(ωj) +
Ωj

vg(ωj)
+

1

2
GjΩ

2
j −

‖kj‖2

2kj(ωj)
. (j = p,s,i)

ただし，Ωj := ωj − ωj0 (Ω � ωj0) はエネルギー保存則を満たす中心周波数 ωj0 からのずれとし，
G := ∂[v−1

g (ωj)]/∂ωj は群速度分散（Group Velocity Dispersion; GVD）とした [24]．
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を得る．ただし，sinc(x) := sin(x)/x は sinc関数であり，ポンプ光の横波数と角周波数は
互いに独立していると仮定し，ポンプ光の電場 Ẽ(~kp) は光強度を Ip，焦点面での複素振幅
分布の Fourier変換を ũp(kp)，スペクトルを Sp(ωp)として分解した：

Ẽ(~kp) =
√
Ipũp(kp)Sp(ωp). (B.7)

また，結晶の横断面の大きさ D は集光された非線形光学結晶中のビーム横断面積よりも十
分大きいため ∫

D

dr ei∆k·r ' (2π)2δ[kp − (ks + ki)] (B.8)

と Diracのデルタで近似した．これにより，ポンプ光の横波数 kp での積分は直ちに実行さ
れ，被積分関数の変数を kp → ks + ki に変更すれば良い．

B.1.2 自発パラメトリック下方変換による 2光子状態ベクトル

SPDCでは，初期状態 (B.1)から 2次非線形相互作用により，ポンプ光の横空間分布と周
波数分布に応じてシグナル光子とアイドラ光子が生成される．2光子対の生成確率は十分に
小さいため，2次非線形相互作用による Hamiltonian ĤNL(t) は十分に小さいといえる．し
たがって，時間依存する 1次摂動として考えることができ，2光子対が現れる 1次の項のみ
に着目した状態 |ψSPDC〉 は式 (B.6)から次のようになる [43]：

|ψSPDC〉 '
1

ih̄

∫ T

0

dt ĤNL(t)|ψ(0)〉

= Ñ

∫ ∞

0

dωs
2π

∫ ∞

0

dωi
2π

∫
R2

dks
(2π)2

∫
R2

dki
(2π)2

Φ(ks,ki;ωs, ωi)|ks, ωs;ki, ωi〉 (B.9)

ただし，QPMが満たされる分極反転非線形光学結晶による整数 mは唯一つとし，Ñ は正
規化 〈ψSPDC|ψSPDC〉 = 1 のための比例係数とし，T は非線形光学結晶を通過する時間，
|ks, ωs;ki, ωi〉 (:= â†s(ks;ωs)|vacsâ†s(ks;ωs)|vaci) は横波数 (ks,ki) の 2 光子対を 1 対生成
する状態ベクトルとした．関数 Φ(ks,ki;ωs, ωi) は次のように与えた：

Φ(ks,ki;ωs, ωi)

:=

∫ ∞

0

dωp
2π

√
v−1
g (ωp)Sp(ωp)ei∆ωT/2 sinc

(
∆ωT

2

)
sinc

(
∆kzL

2

)
×
∏
j=s,i

√
ωj

n(ωj)
ũp(ks + ki) (B.10)

ただし，縦波数の QPMからのずれ ∆kz は式 (B.4)から

∆kz = ∆k −

(
‖ks + ki‖2

2kp
− ‖ks‖2

2ks
− ‖ki‖2

2ki

)
(B.11)
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と表わされる [44]．式 (B.11)で用いた∆k (:= kp − (ks + ki +mkc)) は QPMからのずれ
である．
ここで，ポンプ光のスペクトルは LDで発振することを想定すると狭帯域と仮定できる．
このとき，ωp についての積分は被積分関数は定数と見做せ，スペクトル Sp(ωp) に対して
ωp � ∆ω を想定しているため∆ωT ' 0といえる．したがって，次のように簡単化できる：

Φ(ks,ki;ωs, ωi)

' ∆ωp
2π

√
ωsωi

vg(ωs + ωi)n(ωs)n(ωi)
Sp(ωs + ωi) sinc

(
∆kzL

2

)
ũp(ks + ki).

(B.12)

ただし，∆ωp はポンプ光の角周波数幅である．とくに，スペクトル Sp(ωp)が Gauss分布
であるならば ∆ωp は 1/e2 幅とすれば良い．また，縦波数の QPM からのずれは，波数が
QPM(3.6)を満たすなら

∆kz ' −

(
‖ks + ki‖2

2kp
− ‖ks‖2

2ks
− ‖ki‖2

2ki

)
. (B.13)

とできる．このとき，式 (B.12)の関数 Φ(ks,ki;ωs, ωi)は平方根の項を除けば，ポンプ光の
分布と結晶の大きさによって決まる関数といえる．

B.1.3 単色の 2光子状態ベクトル

より強い条件として，ポンプ光と 2光子対が十分狭帯域でスペクトルが殆ど Diracのデル
タとなる場合*2，ωs, ωi による積分は簡単に計算でき，次のように表わせる：

|ψSPDC〉 = Ñ

∫
R2

dks
(2π)2

∫
R2

dki
(2π)2

Φ(ks,ki)|ks,ki〉 (B.14)

Ñ は関数 Φ(ks,ki)に現れなかった定数をまとめた比例係数で，関数 Φ(ks,ki)は

Φ(ks,ki) := e−α∆kzL/2ũp(ks + ki) (B.15)

であり，簡単のために sinc(x2) ' exp(−αx2)でGauss関数に近似し，実係数 αは α = 0.718

とした [46]．∆kz は式 (B.13)で与えられた式とした．

*2 十分狭帯域な BPFを通すことによっても実現できる．
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B.1.4 単色で波数が縮退した 2光子状態ベクトル

簡単のために，2光子対の波数が ks ' ki ' kp/2 で縮退していると仮定すると 式 (B.13)
は次のように簡単になる：

∆kz ' ‖ks − ki‖2

2kp
. (B.16)

つまり，非線形光学結晶が有限であることによる QPM の許容は，光子対の横波数の差
ks − ki として現れることを意味する．横空間で式 (B.16)を解釈すると，QPMからの許容
は光子対同士の生成位置のずれに相当する．

B.2 生成された 2光子対の伝搬
本節では，生成された 2光子対を各伝搬距離 z := (zs, zi)

> での横波数空間および横断面
上における 2光子状態ベクトルを求める．付録 B.3では 3次元空間での 2光子状態ベクト
ルを求め，付録 B.4では 2次元平面の場合について述べる．

B.3 3次元空間における 2光子対の伝搬距離に対する 2光子状
態ベクトル

SPDCにより生成された 2光子対の状態ベクトル (B.14)を，互いに独立に z := (zs, zi)
>

伝搬させる（図 4.1）と，自由空間中の伝搬なので

|ψ(z)〉 := Ûp
s (zs)Û

p
i (zi)Ûs(zs)Ûi(zi)|ψSPDC〉

= Ñ

∫
R2

dks
(2π)2

∫
R2

dki
(2π)2

Φ(ks,ki)

× exp

[
−i zs

2(ks/ns)

∥∥∥∥ksns
∥∥∥∥2
]

exp

[
−i zi

2(ki/ni)

∥∥∥∥kini
∥∥∥∥2
]

ei[(ks/ns)zs+(ki/ni)zi]|ks,ki〉

= Ñei(kszs/ns+kizi/ni)

∫
R2

dks
(2π)2

∫
R2

dki
(2π)2

× Φ(ks,ki) exp

(
−i

[
‖ks‖2

2ks

zs
ns

+
‖ki‖2

2ki

zi
ni

])
|ks,ki〉

(B.17)

で与えられる．ただし，右辺第 2行目では，自由空間中の伝搬を表わすために波数を屈折率
で除した．

*2 ，
*2 分極反転型非線形光学結晶を用いる場合は，QPMにより kp = ks + ki +mkc となるため，反転波数 kc

も考慮する必要があるが，分極反転周期はポンプ光の波長に対して十分長く設計するため kc による波数は
十分無視することができる．
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状態ベクトル |ψ(z)〉 は，伝搬距離 (zs, zi) における 1対の光子対の生成を表わしている．
一方，横波数 (ks,ki) をもつ 1 対の光子対を計数する状態ベクトルは |ks,ki〉 で与えられ，
式 (B.17)に対して内積をとると，系の状態を表わす |ψ(z)〉 から横波数 (ks,ki) の光子対が
現れる確率振幅，つまり 2光子波動関数 ψ̃(ks,ki; z) が得られる：

ψ̃(ks,ki; z) := 〈ks,ki|ψ(z)〉

= Ñei(kszs/ns+kizi/ni)Φ(ks,ki) exp

(
−i

[
‖ks‖2

2ks

zs
ns

+
‖ki‖2

2ki

zi
ni

])
. (B.18)

一方，式 (B.17)に対して横座標 (rs, ri) 上で 1 対の光子対を計数する状態ベクトル

|rs, ri〉 =
∫
R2

dks
(2π)2

∫
R2

dki
(2π)2

e−i(ks·rs+ki·ri)|ks,ki〉 (B.19)

で内積をとると，系の状態を表わす |ψ(z)〉 から横座標 (rs, ri) の光子対が現れる確率振幅，
すなわち 2光子波動関数 ψ(rs, ri; z) が得られる：

ψ(rs, ri; z) := 〈rs, ri|ψ(z)〉 = F−1[ψ̃(ks,ki; z)](rs, ri). (B.20)

B.4 2次元空間における 2光子対の伝搬距離に対する 2光子状
態ベクトル

式 (B.18)および式 (B.16)から，2光子波動関数 ψ̃(ks,ki; z)は，横波数 kx, ky に対して
直積となっている．つまり，ky 方向について無視すれば，2次元平面において SPDCで生
成した 2光子対の伝搬距離操作も行なうことができることを示唆している．したがって，ky
について無視した 2 光子波動関数 ψ̃(ksx, kix; z) を考えることができ，式 (B.18) および式
(B.16)から

ψ̃(ksx, kix; z) = Ñei(kszs/ns+kizi/ni)Φ(ksx, kix) exp
(
−i
[
k2sx
2ks

zs
ns

+
k2ix
2ki

zi
ni

])
, (B.21)

Φ(ksx, kix) :=
(ksx − kix)

2

2kp
(B.22)

と記述される．また，横空間では

ψ̃(xs, xi; z) = F−1[ψ̃(ksx, kix; z)](xs, xi; z) (B.23)

とすれば良い．
3次元で行なった SPDCを 2次元で行なう利点は，生成した 2光子対の次元が 3× 2 = 6

次元から 2× 2 = 4次元と 2次元分圧縮でき，4次元となったことにより 1次元分だけ 1つ
条件を加えれば（zs − zi 方向に伝搬など），3次元空間で可視化することができる．
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付録 C

横空間における 2光子波動関数の
導出

本章では，横空間における SPDCにより生成された光子対の 2光子波動関数 ψ(rs, ri; z)

の導出を行なう．付録 C.1では，光子対の波数がほぼ等しいときの 2光子波動関数を導出す
る．付録 C.2は，付録 C.1の結果から一般の場合の 2光子波動関数を導出する．

C.1 光子対の波数がほぼ等しいときの 2光子波動関数

C.1.1 光子対の波数が縮退しているときの 2光子波動関数の導出

光子対の波数がほぼ等しい，つまり ks ' ki ' kp/2 のとき ∆kz は式 (B.16)で表わされ
る．さらに，ポンプ光の複素振幅分布 up(ks + ki) を LGl,p とすると，

ũp(ks + ki) = ũLGl,p (ks + ki, 0) (C.1)

と表わされる．このときの横波数空間における 2光子波動関数は，式 (C.1)を式 (B.18)に代
入した式となり，モード番号を明記した ψ̃l,p(ks,ki; z) と表記する．また，比例係数も Ñl,p

とする．ただし，Ñl,p による正規化は付録 Dで述べる．しかし，2光子は光子検出器で光子
の位置を通常は測定するため，横波数空間上でなく横断面 r での 2光子波動関数を求める
必要がある．2光子波動関数 ψl,p(rs, ri; z) は，(B.20)から ψ̃l,p(ks,ki; z) の逆 Fourier変
換なので

ψl,p(rs, ri; z) = Ñl,p

∫
R2

dks
(2π)2

∫
R2

dki
(2π)2

ũLGl,p (ks + ki, 0) exp
(
−αL‖ks − ki‖2

4kp

)
× exp

(
−i‖ks‖

2

2ks

zs
ns

)
exp
(
−i‖ki‖

2

2ki

zi
ni

)
e+i(ks·rs/ns+ki·ri/ni)

(C.2)

で与えられる．ただし，屈折率を nj := n(ωj) (j = p,s,i) と省略し，平面波成分は干渉計で
ないときはグローバル位相となるため無視した．付録 Dと同様に横波数 ks,ki を k± に座
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標変換し，内積が ks · rs + ki · ri = k+ · r+ + k− · r+ となるように横座標 rs, ri を r± に
座標変換すると

k± := ks ± ki, r± :=
rs/ns ± ri/ni

2

と記述できる．座標変換後の 2光子波動関数は次のように整理される：

ψl,p(rs, ri; z) = Ñl,p
1

4

∫
R2

dk+

(2π)2
ũLGl,p (k+, 0) eik+·r+

∫
R2

dk−

(2π)2
exp
(
−1

4

αL

kp
‖k−‖2

)
× exp

(
−i zs

2nsks

‖k+‖2 + ‖k−‖2 + 2k+ · k−

4

)
× exp

(
−i zi

2niki

‖k+‖2 + ‖k−‖2 − 2k+ · k−

4

)
eik−·r− .

ただし，横波数の積分での変数変換で Jacobianにより係数が 1/4 となることを用いた．簡
単のために Gauss関数の項および指数関数の項の係数を

A :=
αL

kp
=:

w2
−
2
, B :=

1

2

(
zs
nsks

+
zi
niki

)
=:

2z+
kp

, (C.3)

B′ :=
1

2

(
zs
nsks

− zi
niki

)
=:

2z−
kp

, C := i 2
kp
q+(z+) (C.4)

とする．ただし，係数 C での q パラメータは式 (D.3)を用いて

zRp :=
1

2
kp

(
w0

np

)2

, zRs− :=
1

2
ksw

2
−, zRi− :=

1

2
kiw

2
−, zRp− :=

1

2
kpw

2
−, (C.5)

qs(zs) :=
zs
ns

− izRs−, qi(zi) :=
zi
ni

− izRi−, (C.6)

q±(z±) :=
1

2

[
kp/2

ks
qs(zs)±

kp/2

ki
qi(zi)

]
=
qs(zs)± qi(zi)

2
= z± − izR±, (C.7)

z± :=
zs/ns ± zi/ni

2
, zR± :=

zRs− ± zRi−
2

(C.8)

で定義した．2光子波動関数は

ψl,p(rs, ri; z) =
Ñl,p

4

∫
R2

dk+

(2π)2
ũLGl,p (k+, 0) exp

(
−iB‖k+‖2

4

)
eik+·r+

×
∫
R2

dk−

(2π)2
exp
(
−1

4
C‖k−‖2

)
exp
[
ik− ·

(
r− − B′

2
k+

)]
となる．
k− に関する積分は Gauss関数の Fourier変換と見做せる．k− について Fourier積分を
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実行して整理すると

ψl,p(rs, ri; z) =
Ñl,p

4πC

∫
R2

dk+

(2π)2
ũLGl,p (k+, 0) exp

(
−iB‖k+‖2

4

)
eik+·r+

× exp

(
− 1

C

∥∥∥∥r− − B′

2
k+

∥∥∥∥2
)

=
Ñl,p

4πC
exp

(
−‖r−‖2

C

)∫
R2

dk+

(2π)2
ũLGl,p (k+, 0)

× exp
[
−i‖k+‖2

2kp

(
kpB

2
− ikpB

′2

2C

)]
exp
[
ik+ ·

(
r+ − iB

′

C
r−

)]
を得る．
さらに，係数を整理するために係数 D を

D := −ikp
2
C (C.9)

と定義し，他方の k+ についての積分を実行すると

ψl,p(rs, ri; z) =
Ñl,p

4πC
exp

(
−‖r−‖2

C

)
uLGl,p

(
r+ − iB

′

C
r−,

kpB

2
− ikpB

′2

2C

)

= − ikpÑl,p

2πD
exp

(
ikp

‖r−‖2

2D

)
uLGl,p

(
r+ − iB

′

C
r−,

kpB

2
− ikpB

′2

2C

)
=

Ñl,p√
2πw−

uLG0,0 (r−, z+)u
LG
l,p

(
r+ − iB

′

C
r−,

kp
2

(
B − iB

′2

C

))
を得る．ただし，最後の行で LGビームの定義式 (2.8)を用いた．
最後に，正規化係数を Nl,p としてまとめ，LGビームの変数を整理すると

Nl,p :=
1√

2πw−
Ñl,p, iB

′

C
=

z−
q+(z+)

, B − iB
′2

C
=

2

kp

[
z+ −

z2−
q+(z+)

]
となる．また，LGビームの項の変数に対して有効横座標 reff と有効伝搬距離 zeff を

reff := r+ − z−
q+(z+)

r−, zeff := z+ −
z2−

q+(z+)
(C.10)

と置けば，2光子波動関数は

∴ ψl,p(rs, ri; z) = Nl,pu
LG
0,0 (r−, z+)u

LG
l,p (reff, zeff) (C.11)

のように整理される．
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C.2 横空間上での 2光子波動関数
光子対の波数が縮退していないとき ∆kz は式 (B.13)で表わされる．式 (C.11)の結果を
流用するために式 (B.13)を予め

∆kz ' −

(
‖ks + ki‖2

2kp
− ‖ks‖2

2ks
− ‖ki‖2

2ki

)

=
‖ks − ki‖2

2kp
+

(
εs
‖ks‖2

2ks
+ εi

‖ki‖2

2ki

)
(C.12)

と置く．ただし，光子対の縮退波数 kp/2 からのずれの割合として

εj :=
kp/2− kj
kp/2

(j ∈ {s, i})

を用いた．このときの横空間における 2光子波動関数 ψl,p(rs, ri; z) は，式 (C.11)および式
(D.3)から

ψl,p(rs, ri; z) = Ñl,p

∫
R2

dks
(2π)2

∫
R2

dki
(2π)2

ũLGl,p (ks + ki, 0) exp
(
−αL‖ks − ki‖2

4kp

)
× exp

[
−i‖ks‖

2

2ks

(
zs
ns

− iεiαL
2

)]
exp
[
−i‖ki‖

2

2ki

(
zi
ni

− iεiαL
2

)]
× e+i(ks·rs/ns+ki·ri/ni)

= Ñl,p

∫
R2

dks
(2π)2

∫
R2

dki
(2π)2

ũLGl,p (ks + ki, 0) exp
(
−αL‖ks − ki‖2

4kp

)
× exp

[
−i‖ks‖

2

2ks

(
zs
ns

− iεs
zRp−
2

)]
exp
[
−i‖ki‖

2

2ki

(
zi
ni

− iεi
zRp−
2

)]
× e+i(ks·rs/ns+ki·ri/ni)

(C.13)

で与えられる．式 (C.2)と式 (C.13)を比較すると，伝搬距離に −iεjzRp−/2 (j ∈ {s, i}) の
みが付与され，式 (C.3)と式 (C.4)の係数 B,B′, C および式 (C.6)と，式 (C.7)，式 (C.8)
の q パラメータと Rayleigh長は

B :=
2(z+ − izRε+)

kp
, B′ :=

2(z− − izRε−)

kp
, zRε± :=

(
εs

1− εs
± εi

1− εi

)
zRp−
4

, (C.14)

C := i 2
kp
q+(z+), q±(z±) :=

1

2

[
kp/2

ks
qs(zs)±

kp/2

ki
qi(zi)

]
= z± − izR±, (C.15)

z± :=
1

2

(
zs/ns
1− εs

± zi/ni
1− εi

)
, zR± :=

1

2

(
zRs− + εszRp−/2

1− εs
± zRi− + εizRp−/2

1− εi

)
, (C.16)

qj(zj) :=
zj
nj

− i
(
zRj− + εj

zRp−
2

)
(j ∈ {s, i}) (C.17)
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に再定義される．したがって，有効横座標 reff および有効伝搬距離 zeff は

reff := r+ − z− − izRε−

q+(z+)
r−, zeff :=

[
z+ −

z2− − z2Rε−
q+(z+)

]
− i
[
zRε+ − 2zRε−z−

q+(z+)

]
(C.18)

に変更される．
以上の置き換えにより，2光子波動関数は形式的に式 (C.11)と一致する：

ψl,p(rs, ri; z) = Nl,pu
LG
0,0 (r−, z+)u

LG
l,p (reff, zeff). (C.19)

C.3 ポンプ光を 2次元平面での分布とする光子対の波数がほ
ぼ等しいときの 2光子波動関数

2次元平面のみに着目したポンプ光でかつ，光子対の波数がほぼ等しい（ks ' ki ' kp/2）
とし，ポンプ光の複素振幅分布 up(ksx + kix) を HGn とすると，

ũp(ksx + kix) = ũHGn (ksx + kix, 0) (C.20)

と表わされる．付録 C.1.1でも述べたように，横波数でなく，横断面 (xs, xi) での 2光子波
動関数に着目する．よって，式 (B.21)を逆 Fourier変換し，付録 C.1.1の導出方法と同様の
手順で計算すると次の式を得る：

ψn(rs, ri; z) = Nnu
HG
0 (x−, z+)u

HG
n (xeff, zeff) (C.21)

ただし，Nn は正規化定数，HG0 の項の波数は kp で Rayleigh長は zR+ であり，HGn の項
の波数も同様に kp で Rayleigh長は zRp である．また，x−, z+, xeff, zeff は，3次元の LG
ビームをポンプ光とした波動関数のときと同じである．
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付録 D

ポンプ光が Laguerre–Gaussianビーム
のときの正規化係数 Ñl,p

本章では，LGl,p を SPDCのポンプ光としたときの横波数空間上での 2光子波動関数の
正規化係数 Ñl,p を求める．付録 D.1ではシグナル光子とアイドラ光子の角周波数が異なる
場合における正規化係数を計算し，付録 D.2ではシグナル光子とアイドラ光子の角周波数が
縮退した場合における正規化係数を計算した．正規化係数 Ñl,p は，シミュレーションにお
いて全確率が 1となることを確かめる際に有用である．

D.1 シグナル光子とアイドラ光子の角周波数が異なる場合
ポンプ光が LGビームなので正規化係数は空間モード (l, p)に依存する可能性がある．そ
こで，本節では LGビームがポンプ光のときの正規化係数 Ñl,p を計算する．ここでは計算
の簡略化のため, シグナル光子とアイドラ光子の角周波数は唯一つ (ωs, ωi) と仮定する．こ
のとき，確率密度 Pl,p(ks,ki; zs, zi) は式 (C.2) と縮退波数の条件を外した式 (B.13)により

Pl,p(ks,ki; zs, zi) := |ψ̃l,p(ks,ki; zs, zi)|2

= |Ñl,p|2
∣∣ũLGl,p (ks + ki, z = 0)

∣∣2
× exp

(
−αL

[
−‖ks + ki‖2

2kp
+

‖ks‖2

2ks
+

‖ki‖2

2ki

])
.

と与えられる．横波数上の座標を (ks,ki) から (k+,k−) へと移すと次の式を得る:

Pl,p(k+,k−; zs, zi) = |Ñl,p|2
∣∣ũLGl,p (k+, 0)

∣∣2
× exp

[
1

4
w2

−‖k+‖2 −
1

8

kp
2

(
1

ks
+

1

ki

)
w2

−(‖k+‖2 + ‖k−‖2)

−1

4

kp
2

(
1

ks
− 1

ki

)
w2

−k+ · k−

]
.

(D.1)
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ただし，座標変換および座標変換後のビーム径を w+, w− とし，

k± := ks ± ki, (D.2)

w+ :=
√
2w0, w− :=

√
2αL

kp
(D.3)

で与えた．
横波数空間全体で積分すると 1になる正規化条件を与えると，∫

R2

∫
R2

dks
(2π)2

dki
(2π)2

Pl,p(ks,ki; zs, zi) =
1

4

∫
R2

∫
R2

dk+

(2π)2
dk−

(2π)2
Pl,p(k+,k−; zs, zi) = 1

となる．
まずは k− について積分すると∫

R2

dk−

(2π)2
exp
[
−1

8

kp
2

(
1

ks
+

1

ki

)
w2

−‖k−‖2 −
1

4

kp
2

(
1

ks
− 1

ki

)
w2

−k+ · k−

]
=

4

πkpw2
− (1/ks + 1/ki)

exp
[
1

4

kpw
2
−(ks − ki)

2

4kski(ks + ki)
‖k+‖2

]
(D.4)

を得る.
次に，残りの k+ についての積分を行なう．式 (D.1)と式 (D.4)から，被積分関数の変数
のある項のみに着目すると∫

R2

dk+

(2π)2
∣∣ũLGl,p (k+, 0)

∣∣2 exp
[
1

4
w2

−‖k+‖2 −
1

8

kp
2

(
1

ks
+

1

ki

)
w2

−‖k+‖2
]

× exp
[
1

4

kpw
2
−(ks − ki)

2

4kski(ks + ki)
‖k+‖2

] (D.5)

と記述できる．LGビームの Fourier変換が式 (A.27)で与えられるので，式 (D.5)の被積分
関数は ‖k+‖ のみの関数となる．したがって，式 (D.5)は∫

R2

dk+

(2π)2
∣∣ũLGl,p (k+, 0)

∣∣2 exp
[
1

4
w2

−‖k+‖2 −
1

8

kp
2

(
1

ks
+

1

ki

)
w2

−‖k+‖2
]

× exp
[
1

4

kpw
2
−(ks − ki)

2

4kski(ks + ki)
‖k+‖2

]

=
πw2

0(C
LG
l,p )2

2

∫ ∞

0

d‖k+‖ ‖k+‖

(
w2

0‖k+‖2

2

)|l|[
L|l|
p

(
w2

0‖k+‖2

2

)]2
× exp

(
−1

2
w2

0‖k+‖2
)

exp
[
1

4
w2

−‖k+‖2 −
1

8

kp
2

(
1

ks
+

1

ki

)
w2

−‖k+‖2
]

× exp
[
1

4

kpw
2
−(ks − ki)

2

4kski(ks + ki)
‖k+‖2

] (D.6)

となる．ここで，変数変換と被積分関数の Gauss関数の項をまとめて整理すると

Π:=w2
0‖k+‖2, Σ:=

w2
−

w2
+

(
w2

+ − w2
−

w2
−

+
kp

ks + ki

)
(D.7)
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を得る．式 (D.6)に代入すると

π(CLG
l,p )2

4× 2|l|

∫ ∞

0

dΠ Π(|l|+1)−1 exp
(
−Σ

2
Π

)
L|l|
p

(
Π

2

)
L|l|
p

(
Π

2

)
=
π(CLG

l,p )2

4× 2|l|

(
p+ |l|
p

)2 |l|!
(−Σ/2)|l|+1

F2

(
|l|+ 1;−p,−p; |l|+ 1; |l|+ 1;− 1

Σ
,− 1

Σ

)
(D.8)

を得る [47, 48]．ただし，F2(a; b1, b2; c1, c2;x, y) は 2 変数に対する Appell 超幾何級数で
ある [48, 49]．
以上より，式 (D.1)と式 (D.4)，式 (D.8)から

1

4

∫
R2

∫
R2

dk+

(2π)2
dk−

(2π)2
Pl,p(k+,k−; zs, zi)

= |Ñl,p|2
1

2πkpw2
−

(
1

ks
+

1

ki

)−1(
p+ |l|
p

)
|l|!

Σ|l|+1
F2

(
|l|+ 1;−p,−p; |l|+ 1; |l|+ 1;− 1

Σ
,− 1

Σ

)
= 1

となるので，正規化定数 Ñl,p は次のようになる：

∴ Ñl,p = CLG
l,p w−

√
πkpΣ

|l|+1

F2(|l|+ 1;−p,−p; |l|+ 1; |l|+ 1;−Σ−1,−Σ−1)

(
1

ks
+

1

ki

)
. (D.9)

D.2 シグナル光子とアイドラ光子の角周波数が縮退している
場合

式 (D.9)はシグナル光子とアイドラ光子の角周波数が異なる場合であるが，光子対を用い
た実験では通常，縮退した光子対を用いる．つまり，ks = ki (=: k) の場合を考える．この
とき，式 (D.9)は

∴ Ñl,p = CLG
l,p

√
2πw−

√
kp
k

Σ|l|+1

F2(|l|+ 1;−p,−p; |l|+ 1; |l|+ 1;−Σ−1,−Σ−1)
(D.10)

となり，式 (D.7)の係数 Σ は

Σ =
w2

−
w2

+

(
w2

+ − w2
−

w2
−

+
kp
2k

)
(D.11)

となり，式 (D.7)の右辺の括弧中の第 3項が消去される．
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付録 E

光軸上の 2光子波動関数と位相特異
点発生

本章では，光軸上の 2光子波動関数を求め，動径モードが高次の場合に位相特異点が現れ
ることを見る．付録 E.1では，光子対の波数が縮退 ks ' ki している場合の光軸上の 2光子
波動関数および位相特異点発生を導出する．付録 E.2では，一般の光子対の波数についての
光軸上の 2光子波動関数および位相特異点発生を導出する．

E.1 光子対の波数がほぼ等しいときの光軸上の 2光子波動関数
本節では，光子対の波数が縮退 ks ' ki しているときの光軸上の 2光子波動関数および位
相特異点発生を導出する．

E.1.1 光子対の波数がほぼ等しいときの光軸上の 2光子波動関数の導出

まず，2 光子波動関数は式 (C.11) で与えられた．光軸上で光子対を計数するため，
rs = ri = 0 とすると，2光子波動関数 ψl,p(z) は

ψl,p(z) := ψl,p(rs = 0, ri = 0; z) = Nl,pu
LG
0,0 (0, z+)u

LG
l,p (0, zeff) (E.1)

となる．
次に，式 (2.8)を 2光子波動関数に代入するが，簡単のために

uLGl,p (r, z) = CLG
l,p

[
zR
iw0

√
2rei sgn(l)θ

z − izR

]|l|
L|l|
p

[
2r2

w2(z)

][
−z + izR
z − izR

]p
× zR

iw0

1

z − izR
exp
[
ik r2

2(z − izR)

] (E.2)
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と変形した式を用いると，2光子波動関数は

ψl,p(z) = Nl,pC
LG
0,0

zR+

i
√

2zR+/kp

1

z+ − izR+

× CLG
l,p

(
zRp
iw0

√
2

zeff − izRp

)|l|

L|l|
p (0)

[
−zeff + izRp
zeff − izRp

]p
zRp
iw0

1

zeff − izRp

= Nl,pC
LG
0,0C

LG
l,p

zR+

i
√

2zR+/kp

(√
2zRp
iw0

)|l|
zRp
iw0

L|l|
p (0)

× 1

z+ − izR+

1

(zeff − izRp)|l|+1

[
−zeff + izRp
zeff − izRp

]p
となる．ただし，方位角モード lが 0でないときは，光軸上で常に波動関数 ψl,p(z) は 0 を
とる．しかし，方位角モードが高次のときは光軸近傍で光子対を計数すると考えると，方位
角モードによる r|l| exp(ilθ) の項は光軸近傍で位相変化を打ち消し合い，かつ伝搬距離 z に
依存しない．よって，本節では波動関数 ψl,p(z) の伝搬距離による複素数値の変化を求めて
いるため，伝搬距離に依らない r|l| exp(ilθ) の寄与を無視した．
最後に，定数項を全てまとめて

Nz
l,p := Nl,pC

LG
0,0C

LG
l,p

zR+

i
√
2zR+/kp

(√
2zRp
iw0

)|l|
zRp
iw0

L|l|
p (0) (E.3)

と置くと，光軸上の 2光子波動関数 ψl,p(z) は次の式のようになる：

∴ ψl,p(z) = Nz
l,p

1

z+ − izR+

1

(zeff − izRp)|l|+1

[
−zeff + izRp
zeff − izRp

]p
. (E.4)

E.1.2 光子対の波数がほぼ等しいときの高次 LGビームの項による位相特異
点発生

光軸上の 2 光子波動関数 ψl,p(z) は前項から式 (E.4) として与えられた．そこで本項
では，式 (E.4) のゼロ点に着目する．本項により，ゼロ点 z = z0 では式 (E.4) の右辺の
(zeff + izRp)p の項によって与えられ，ゼロ点は位相特異点である．
まず，ゼロ点の発生が (zeff + izRp)p によって与えられることを示す．式 (E.4)の伝搬距
離依存項に注意すると z+, zR+ が実数であるため，伝搬距離 z に依らず 1/(z+ − izR+) の
項は 0 にならない．zeff − izRp もまた，z±, zR±, zRp が実数であることと，式 (C.8) と式
(C.10)から

zeff − izRp = z+ −
z2−

z+ + izR+
− izRp

= z+

(
1−

z2−
z2+ + z2R+

)
− i
(
zRp + zR+

z2−
z2+ + z2R+

)
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となるため，伝搬距離 z に依らず zeff − izRp は 0 にならない．
最後に zeff + izRp の項について調べる．実際に，式 (C.8)と式 (C.10)から

zeff + izRp = z+ −
z2−

z+ − izR+
+ izRp

=
(z2+ − z2− + zRpzR+) + iz+(zRp − zR+)

z+ − izR+

となるため，実部および虚部が同時に 0を取り得る．よって，ゼロ点を z = z0 = (zs0, zi0)
> =

(z+0, z−0)
> とすると {

z2+0 − z2−0 + zRpzR+ = 0

z+0(zRp − zR+) = 0
(E.5)

が満たすべき条件である．ここで，|z+ − izR+| > 0 を用いた．
式 (E.5)の第 2式から，Rayleigh長は正の定数なので z+0 = 0 が直ちに得られる．この
とき，式 (E.5)の第 1式もまた直ちに

∴ z−0 = ±√
zRpzR+ (E.6)

を得る．zR+ は式 (C.8)から zR+ > 0 なので，(
z+0

z−0

)
=

(
0

±√
zRpzR+

)
(E.7)

となる．式 (C.8)から

zs = ns(z+ + z−), zi = ni(z+ − z−)

によって伝搬距離の座標変換を行なうことができ，(z+0, z−0) = (0,±√
zRpzR+) を代入す

ると

z0 =

(
zs0
zi0

)
= ±√

zRpzR+

(
ns
−ni

)
となる．より簡潔に表わすために式 (C.5)と式 (C.8)を用いると，ゼロ点の要素 zj0 (j = s, i)
は

zj0 = ±nj

√
1

2
kp

(
w0

np

)2

× 1

2

kp
2
w2

− = ±nj ×
1

2

kp0
2

[(
√
2w0)× w−], (kp =: npkp0)

となり，さらに式 (D.3)および相乗平均と相乗平均による Rayleigh長を定義した

w̄ :=
√
w+w− =

√
(
√
2w0)× w−, z̄Rj :=

1

2

njkp0
2

w̄2, (j = s, i) (E.8)

を考える．このとき，ゼロ点 z0 は相乗平均の Rayleigh長で現れる：

∴ z0 = ±
(
z̄Rs
−z̄Ri

)
. (E.9)
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次に，式 (E.9)が位相特異点であることを示す．
式 (E.9)によるゼロ点 z0 近傍を z = z0 + δz とおき，δz は十分短い伝搬距離とする．
このとき，2光子波動関数 (E.4)の項 zeff + izRp のみがゼロ点ではゼロとなることから，

δ を項 zeff + izRp のゼロ点からのずれとして高次項を無視すると

δ := zeff + izRp ' [2z+0 + i(zRp − zR+)]δz+ − 2z−0δz−0

z+0 − izR+

となる．ただし，

δz±0 =
δzs/ns ± δzi/ni

2
(E.10)

である．よって，2光子波動関数 (E.4)は微小量 δ を用いると，高次項を無視して

ψl,p(z) ' (−1)pNz
l,p

1

z+0 − izRp−/2
δp

(−2izRp)p+|l|+1

と近似できる．
ここで，ゼロ点からの微小長さ ε (> 0) で (δz+, δz−) = (ε cos(zθ), ε sin(zθ)) (zθ ∈

(−π,+π]) となるようにゼロ点周りで一周すると微小量 δ は

δ =
1

z+ − izR+

c1ζ
2 + c2
ζ

(E.11)

と書ける．ただし，変数変換 ζ = eizθ を行ない，簡単のため式 (E.7)から z+0 = 0 を用い，
定数を

c1 := i
(
z−0 +

zRp − zR+

2

)
, c2 :=−i

(
z−0 −

zRp − zR+

2

)
とまとめた．このとき，ψ(ε, ζ) := ψ(z) と置き直すと

ψl,p(ε, ζ) ' c

(
c1ζ

2 + c2
ζ

)p

(E.12)

となる．ただし，係数を c でまとめた．
式 (G.7)から，偏角の原理を適用すると領域 {ζ | |ζ| < 1} で式 (E.12)から極は P [ψl,p] =

p であり，ゼロ点は式 (E.7)を適用して

N [ψl,p] =

2p

(
z−0 > 0かつ1 <

zR+

zRp
またはz−0 < 0かつ1 >

zR+

zRp

)
0 (otherwise)

となる．したがって，ゼロ点 z0 での位相特異点の次数は

N [ψl,p]− P [ψl,p] =

+p

(
z−0 > 0かつ1 <

zR+

zRp
またはz−0 < 0かつ1 >

zR+

zRp

)
−p (otherwise)

(E.13)

であり，符号の差はあるが ±p 次位相特異点となる．
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E.2 光軸上の 2光子波動関数
本節では，光子対の波数が QPMのみで制限されるときの，光軸上の 2光子波動関数およ
び位相特異点発生を導出する．

E.2.1 光軸上の 2光子波動関数の導出

付録 C.2から，形式的には式 (C.19)は式 (C.11)に一致するので，光軸上の 2光子波動関
数 ψl,p(z) もまた式 (E.4)に一致する：

ψl,p(z) = Nz
l,p

1

z+ − izR+

1

(zeff − izRp)|l|+1

[
−zeff + izRp
zeff − izRp

]p
. (E.14)

E.2.2 高次 LGビームの項による位相特異点発生

形式的に式 (C.11)と式 (C.19)に一致することから，ゼロ点もまた同様に zeff + izRp の
項によって生成されるといえる．そこで，本項では zeff + izRp から与えられるゼロ点位置
を導出する．zeff + izRp を式 (C.5)および式 (C.18)から

zeff + izRp :=

[
z+ −

z2− − z2Rε−
q+(z+)

]
+ i
[
(zRp + zRε+)−

2zRε−z−
q+(z+)

]
=
z+(z+ − izR+)− (z2− − z2Rε−) + i(zRp + zRε+)(z+ − izR+)− 2izRε−z−

q+(z+)

=
[z2+ − z2− + zR+(zRp + zRε+) + z2Rε−] + i[(2zRε+ + zRp)z+ − 2zRε−z−]

q+(z+)

と与えられる．実部と虚部それぞれで 0 とするので，ゼロ点 z0 = (zs0, zi0)
> = (z+0, z−0)

>

は，全ての z+ (∈ R) に対して |q+(z+)| > 0 に注意すると

zeff + izRp = 0 ⇔

{
z2+0 − z2−0 + zR+(zRp + zRε+) + z2Rε− = 0

(2zRε+ + zRp)z+0 − 2zRε−z−0 = 0
(E.15)

で与えられる．第 2式より

z−0 =
2zRε+ + zRp

2zRε−
z+0.

よって，第 1式は[(
2zRε+ + zRp

2zRε−

)2

− 1

]
z2+0 = zR+(zRp + zRε+) + z2Rε−

z2+0 = (2zRε−)
2 zR+zRp + (zRε+zR+ + z2Rε−)

(2zRε+ + zRp)2 − (2zRε−)2
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となる．したがって，ゼロ点 (z+0, z−0)
> は

z+0 = ±2zRε−(1− εR)

√
zR+

zRp
z−0 = ±(zRp + 2zRε+)(1− εR)

√
zR+

zRp

で与えられる．ここで，縮退した波数とのずれによる係数 εR を

εR := 1−

√
1 + [zRε+/zRp + z2Rε−/(zR+zRp)]

(1 + 2zRε+/zRp)2 − (2zRε−/zRp)2

で定義した．シグナル光子とアイドラ光子の伝搬距離に置き換えると，ゼロ点 z0 は

z0 = ± 2

kp
(1− εR)

√
zR+

zRp

(
nsks[zRp + 2(zRε+ + zRε−)]
−niki[zRp + 2(zRε+ − zRε−)]

)
= ±(1− εR)

(
z̄Rs
−z̄Ri

)
± (1− εR)

√
zR+

zRp

(
εsnszRp−
−εinizRp−

)
(E.16)

で与えられる．式 (E.9)と式 (E.16)を比べると，縮退した波数 kp/2 からのずれにより，式
(E.16)の右辺第 1項は εR だけずれる．一方，式 (E.16)の右辺第 2項は，より高次のずれと
して与えられる．ここで，εs ' εi ' 0 となる縮退した波数 ks ' ki ' kp/2 では，式 (E.9)
に一致する．



71

付録 F

位相特異点上での横空間 2光子波動
関数

F.1 位相特異点上での横空間 2光子波動関数
付録 Fでは光軸上の 2光子波動関数を求め，ある伝搬距離 z = z0 では位相特異点となる
ことを示した．本節では，付録 Fの位相特異点 z = z0 における横断面上の 2光子波動関数
ψl,p(rs, ri; z0) を示す．
まず，式 (E.15)によって位相特異点 z0 は与えられるので，式 (C.11)は次のようになる：

ψl,p(rs, ri; z0) = Nl,pu
LG
0,0 (r−, z+0)u

LG
l,p (reff,−izRp). (F.1)

ただし z+0 は位相特異点での伝搬距離で，縮退した波数 ks ' ki ' kp/2 のときは z+0 = 0

である（付録 E）．
次に，式 (F.2)の右辺第 3項を LGビームの定義式 (2.8)で展開すると

uLGl,p (reff, zeff = −izRp) =
CLG

l,p

w(−izRp)

[ √
2reff

w(−izRp)

]|l|
L|l|
p

[
2r2eff

w2(−izRp)

]
exp
[
−

r2eff
w2(−izRp)

]
× exp

{
i
[
k

r2eff
2R(−izRp)

+ lθeff − (2p+ |l|+ 1)χ0(−izRp)
]}

となる．式 (E.15)の条件下では，定義式 (2.9)と式 (2.4b)により，

e−iχ0(−izRp) = 0,
e−iχ(zeff)

w(zeff)

∣∣∣∣
zeff=−izRp

=
1√
2w+

,

[
−

r2eff
w2(zeff)

+ik
r2eff

2R(zeff)

]∣∣∣∣
zeff=−izRp

= −
r2eff
w2

+

が成り立つ．この計算により，方位角モードによる振幅項と Gouy位相の積[ √
2reff

w(−izRp)

]|l|
e−i|l|χ0(−izRp) =

[√
2reffe−iχ0(−izRp)

w(−izRp)

]|l|
=

(
reff
w+

)|l|
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および，Laguerre陪多項式 (2.9)と動径モードによる Gouy位相の積は

L|l|
p

[
2r2eff

w2(−izRp)

]
e−2ipχ0(−izRp)

=

p∑
j=0

(
p+ |l|
p− i

)
1

j!

[
−

2r2eff
w2(−izRp)

]j
e−2ipχ0(−izRp)

=

p∑
j=0

(
p+ |l|
p− i

)
1

j!

{
−2r2eff

[
e−iχ0(−izRp)

w(−izRp)

]2}j

e−2i(p−j)χ0(−izRp)

=

p∑
j=0

(
p+ |l|
p− i

)
1

j!

(
−
r2eff
w2

+

)j

e−2i(p−j)χ0(−izRp)

=
(−1)p

p!

(
reff
w+

)2p

となるので，LGビームの定義式 (2.8)も用いると LGビームの項は次のようになる:

uLGl,p (reff, zeff = −izR) = (−1)p

√
N !

p!(p+ |l|)!
exp
(
r2eff
w2

+

)
uLGN,0(reff, 0).

よって，式 (F.1)は

ψl,p(rs, ri; z0) = (−1)pNl,p

√
N !

p!(p+ |l|)!
exp
(
r2eff
w2

+

)
uLG0,0 (r−, z+0)u

LG
N,0(reff, 0). (F.2)

式 (F.2)から，光軸上で位相特異点となる伝搬距離 z = z0 では横断面方向で N 次の位相
特異点をもち得るといえる．

F.2 2光子目の断面座標について積分したときの波動関数
2 光子波動関数 (C.11) はポンプ光をビームとしているので, 生成された 2 光子波動関数
は各ビーム横断面でエネルギー保存則が成立している. このため, 単色の 2 光子波動関数
ψ(rs, ri, z)について 2光子目の断面座標 ri について積分すると伝搬距離 zi に依らない 1光
子波動関数 ψ(rs, zs)を得るはずである：

ψ(rs, zs, zi) :=

∫
R2

dri ψ(rs, ri, zs, zi) (F.3)

∴ ψ(rs, zs, zi) = ψ(rs, zs, zi = 0) =: ψ(rs, zs). (F.4)

式 (F.3)はビームの複素振幅分布が

u(r, z) = Û(z)u(r, z = 0) =
k0
2πiz

∫
R2

dr′ u(r′, 0) exp
(
−ik0

2z
‖r − r′‖2

)
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で発展することを用いることによって得られる：

ψ(rs, ri, zs, zi) =
ki0
2πizi

∫
R2

dr′ ψ(rs, r′, zs, 0) exp
(
−iki0

2zi
‖ri − r′‖2

)
∫
R2

dri ψ(rs, ri, zs, zi) =
∫
R2

dr′ ψ(rs, r′, zs, 0)

× ki0
2πizi

∫
R2

dri exp
(
−iki0

2zi
‖ri − r′‖2

)
=

∫
R2

dr′ ψ(rs, r′, zs, 0)

∴ ψ(rs, zs, zi) = ψ(rs, zs, 0). (∵ 式(F.3))
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付録 G

Gouy位相和による 1次位相特異点の
発生

本章では，シグナル光子の Gouy位相およびアイドラ光子の Gouy位相のテンソル積の線
形重ね合わせにより，1次位相特異点が現れることについて述べる．
付録 G.1では 2光子波動関数を正規直交関数である LGモードに展開する．付録 G.2で
は 2 光子波動関数がシグナル光子，アイドラ光子でセパラブルな状態であるとき，光軸上
で位相特異点が発生しないことを示す．付録 G.3 では 1 次位相特異点が，シグナル光子の
Gouy位相およびアイドラ光子の Gouy位相のテンソル積の線形重ね合わせで現れることを
示す．

G.1 LGモードによる 2光子波動関数の展開
まず，量子もつれした 2光子の各 LGモードでのテンソル和について述べる．一般に単色
の 2光子対で，各横断面上で正規化された状態ベクトル |ψ(z)〉は，LGビームのテンソル
和で表わされる：

|ψ(z)〉 =
∑
ls,ps

∑
li,pi

cli,pi
ls,ps

|uLGls,ps
(zs)〉|uLGli,pi

(zi)〉. (G.1)

ただし，cli,pi
ls,ps

は各モードのテンソルの係数である．また，総和は各モードが取り得る範囲
全体とした．
光軸上での位相特異点発生について議論するため，2光子状態ベクトル |ψ(z)〉 と固有ベ
クトル |rs = 0, ri = 0〉 で内積すると，光軸上の 2光子波動関数 ψ(z) は

ψ(z) := 〈0,0|ψ(z)〉 =
∑
ps,pi

cps,piu
LG
0,ps

(0, zs)u
LG
0,pi

(0, zi) (G.2)

で与えられる．ただし，方位角モードが ls = li = 0 の場合のみ光軸上で振幅がゼロでない
ことを用い，簡単のために cps,pi := c0,pi

0,ps
とした．また，光軸上での LGビームの項である
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図 G.1 動径モード ps, pi による 2重総和でなく，動径モードの組 (ps, pi) = (pn, pn̄)

での番号 n についてのみの総和を取るときの番号の割当てを表わした図．ボソンの対称
性から，ps と pi の入れ替えについて対称となるため同じ番号とし，和をとった．

式 (G.2)は，式 (2.8)および q パラメータの定義式 q(z) := z − izR を用いて

uLG0,pj
(0, zj) = A(zj)e−i2pjχj , (j ∈ {s, i}) (G.3)

A(zj) :=

√
2

π

zR
iw0

1

qj
, qj := q(zj), χj := χ0(zj) (G.4)

と表記し，動径モード ps, pi による 2重総和でなく，動径モードの組 (ps, pi) = (pn, pn̄) で
の番号 n についてのみの総和とし（図 G.1），組 (pn, pn̄) と (pn̄, pn) を区別できないボソン
の対称性を用いると，式 (G.2)は Gouy位相の和によって位相特異点の次数が決定されると
いえる：

ψ(z) = A(zs)A(zi)ψM (z), ψM (z) :=
∑
n

cnΦn(χ) (G.5)

Φn(χ) := e−i2pnχse−i2pn̄χi + e−i2pn̄χse−i2pnχi (G.6)

式 (G.5) の A(zs)A(zs) が任意の伝搬距離でゼロとならないことから，関数 ψM (z) は M

次位相特異点を与える関数を意味する．また，係数 cn ではボソンの対称性 cps,pi = cpi,ps を
適用し，Gouy位相の組を χ := (χs, χi) とした．ただし式 (2.10)より，χj := tan−1(zj/R)

と定義した．
次に，M(∈ Z+

0 ) 次位相特異点となる条件について述べる．M 次位相特異点とは，ゼロ点
近傍での半径 ε� 1の経路 C = {z | ‖z − z0‖ = ε} によるゼロ点からの 2光子波動関数の
ずれ δφ(z) := ψ(z)− ψ(z0) の位相項の積分が

M = lim
ε→+0

1

2π

∮
C

d arg[δψ(z)] (G.7)

となる場合を指す．
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G.2 セパラブル状態のときのゼロ点
2光子波動関数 ψ(z) が単一の量子状態の直積で表わされる状態を，セパラブル状態と言
い，式 (G.2)から ψ(z) がセパラブル状態のとき

ψ(z) =

[∑
ps

cpsu
LG
0,ps

(0, zs)

]
×

[∑
pi

cpiu
LG
0,pi

(0, zi)

]
(G.8)

で与えられる．ただし，cpj
(j ∈ {s, i}) は任意の複素係数とした．式 (G.8)では，全ての波

動関数のゼロ点 z0 は z の各方向で独立なため孤立ゼロ点とならず位相特異点とはならな
い．したがって，位相特異点が存在するためには少なくとも量子もつれ状態である必要が
ある．

G.3 Gouy位相和による 1次特異点発生
本節では，1 次位相特異点の発生について述べるため，位相特異点の次数を与える関数

ψM (z) は ψM=1(z) と表記する．位相特異点の計算のために，ψ1(z)の zs, zi についての偏
導関数を予め計算する．ψM (z) は関数 Φn(χ) の重ね合わせなので，Φn(χ) の偏導関数を
求めると，式 (2.10)より

∂Φn(χ)

∂zj
= − i2pnzR

|qj|2
e−i2pnχse−i2pn̄χi − i2pn̄zR

|qj|2
e−i2pn̄χse−i2pnχi (j = s,i)

= −i 2zR
|qj|2

p̂jΦn(χ) (G.9)

となる．ただし，p̂j (j = s,i)は各光子の動径モードを与える動径モード演算子である．し
たがって，関数 ψ1(z)はこの偏導関数の重ね合わせなので直ちに次の式を得る：

∴
∂ψ1(z)

∂zj
= −i 2zR

|qj|2
p̂jψ1(z). (G.10)

ここで，関数 ψ1(z)に位相特異点 z0 近傍 z = z0 + δz (δz : 微小変位) の条件を課すと，
Taylor展開の 1次近似は次のようになる：

ψ1(z = z0 + δz) ' 0 + δz · ∇zψ1(z0). (∇zψ1(z0) := [∇zψ1(z)]|z=z0
) (G.11)

ただし，∇z := (∂/∂zs, ∂/∂zi)
> は各光子の伝搬距離に対するナブラ演算子である．また，

第 1項はゼロ点であるために付与される条件である．ベクトル場 ∇zψ1(z0) の各成分を実
部 Uj(z0) (j = s,i)および虚部 Vj(z0) (j = s,i)に分けると

∇zψ1(z0) :=

(
ψ1,s(z0)
ψ1,i(z0)

)
=
(
1 i

)(Us(z0) Ui(z0)
Vs(z0) Vi(z0)

)
(G.12)
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を得る．よって，式 (G.11)に式 (G.12)を代入し，任意の微小変位 δz に対して ψ1(z) 6= 0

となるには

det
(
Us(z0) Ui(z0)
Vs(z0) Vi(z0)

)
6= 0 (G.13)

Us(z0)Vi(z0)− Ui(z0)Vs(z0) 6= 0 (G.14)

となる必要がある．ここで，ψ1(z) = 0 となるような δz が少なくとも 1点存在すると，位
相特異点が孤立ゼロ点である条件から外れるため，全ての微小変位 δz に対して ψ1(z) 6= 0

となる必要がある．関数 ψ1(z)は複素数であるため，式 (G.14)は実数に複数回変換する必
要があるため不便である．そこで，式 (G.14)を式 (G.12) により書き換えると次の式のよう
になる：

Us(z0)Vi(z0)− Ui(z0)Vs(z0) 6= 0 ⇐⇒ Im[ψ∗
1,s(z0)ψ1,i(z0)] 6= 0. (G.15)

しかし，式 (G.15)では実際に 1次位相特異点とは直接主張できないが，式 (G.7)により，1

次近似の元で孤立ゼロ点である条件 (G.15)は 1次位相特異点であることと透過になること
が示される．
まず，ゼロ点近傍での半径 ε� 1の経路 C = {z | ‖z − z0‖ = ‖δz‖ = ε} を，

δz =

εζ + ζ−1

2

ε
ζ − ζ−1

2i

 , (∀ |ζ| = 1) (G.16)

と経路 C = {ζ | |ζ| = 1}で置き直すと，式 (G.7)には偏角の原理が適用でき，経路内部の
ゼロ点の個数 N [ψ1]と極の個数 P [ψ1]の差が位相特異点の次数となる：

M = N [ψ1]− P [ψ1]. (G.17)

よって，ψ1(z) を ζ の関数として整理すると

ψ1(z) =
[ψ1,s(z0)− iψ1,i(z0)]ζ

2 − [ψ1,s(z0) + iψ1,i(z0)]

2ζ
(G.18)

を得る．したがって，極の個数は明らかに P [ψ1] = 1であるので，ゼロ点の数N [ψ1]は 0ま
たは 2となる必要がある．実際に，ゼロ点は式 (G.18)から

ζ = ±

√
ψ1,s(z0) + iψ1,i(z0)

ψ1,s(z0)− iψ1,i(z0)
(G.19)

となり，この解は∣∣∣∣ψ1,s(z0) + iψ1,i(z0)

ψ1,s(z0)− iψ1,i(z0)

∣∣∣∣2 =
[|ψ1,s(z0)|2 + |ψ1,i(z0)|2]− 2 Im[ψ∗

1,s(z0)ψ1,i(z0)]

[|ψ1,s(z0)|2 + |ψ1,i(z0)|2] + 2 Im[ψ∗
1,s(z0)ψ1,i(z0)]

(G.20)
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と変形できる．式 (G.19) および式 (G.20) から，Im[ψ∗
1,s(z0)ψ1,i(z0)] が正のときは全て

|ζ| < 1を満たし，負のときは全て |ζ| > 1となる．したがって，式 (A.25a)

M =


−1 (Im[ψ∗

1,s(z0)ψ1,i(z0)] < 0)

0 (Im[ψ∗
1,s(z0)ψ1,i(z0)] = 0)

+1 (Im[ψ∗
1,s(z0)ψ1,i(z0)] > 0)

(G.21)

となり，1次位相特異点となるには，式 (G.15)が成り立つ必要がある．
よって，ゼロ点が孤立点となる条件 (G.15)とゼロ点が 1次特異点となる条件は等価であ
ることが示された．

G.4 1次位相特異点発生の最小 Gouy位相和
本節では，1 次位相特異点が発生する最小の Gouy 位相和は，縮退した動径モード

pn=0 = pn̄=0と異なる 2種の動径モード (p1, p1̄) であることを示し，1次位相特異点は p0に
よる項よりも (p1, p1̄)による項の方が係数の絶対値が大きくなる必要があることを述べる．
まず，付録 G.2から式 (G.5)での総和記号で用いた nは 1つ以上の項の和でなければな
らない．したがって，次点で最小の組み合わせとして，n = 0, 1までの和

ψM=1(z) :=
1∑

n=0

cnΦn(χ), Φn(χ) := e−i2pnχse−i2pn̄χi + e−i2pn̄χse−i2pnχi (G.22)

とする．このとき，式 (G.22)を簡単にすると

ψM=1(z) =
−2ce−i2p0(χs+χi) +

[
e−i(2p1χs+2p1̄χi) + e−i(2p1̄χs+2p1χi)

]√
2(1 + 2|c|2)

(G.23)

のように複素数の定数 cを用いて表わすことができる．
式 (G.15)は，さらに式 (G.9)から

Im[ψ∗
1,s(z0)ψ1,i(z0)] 6= 0.⇐⇒ Im{[p̂sψ1(z0)]

∗[p̂iψ1(z0)]} 6= 0 (G.24)

を得る．よって，式 (G.24)に式 (G.23)を代入して整理すると，直ちに次の式を得る：

χj0 = tan−1

(
zj0
zR

)
=

1

2

[
− arg(c) + 2nπ

p1 + p1̄ − 2p0
± cos−1(|c|2) + 2mπ

p1̄ − p1

]
. (j = s, i) (G.25)

ただし，m,nは任意の整数であり，j = sのときは +，j = iのときは −を選択するとした．
さらに，式 (G.25)から 0 < |c| < 1の条件が付与される．つまり，1次位相特異点を得るに
は，縮退した動径モード p0 の項よりも異なる 2つの動径モード (p1, p1̄)の項の方が大きく
なる必要がある．また，式 (G.25)から動径モードには 2p0 6= p1 + p1̄, p1̄ 6= p1 の 2つの条
件が課せられる．
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以上より，最小の Gouy位相和による 1次位相特異点発生の条件は次の式で与えられる：

0 < |c| < 1, 2p0 6= p1 + p1̄, p1̄ 6= p1. (G.26)

図 G.2は式 (G.26)の例であり，|ps, pi〉の係数が |0, 0〉, |1, 0〉, |0, 1〉で値をもつときの 1次
位相特異点発生を表わしている．1次位相特異点は，|1, 0〉, |0, 1〉の Gouy位相和でボソンの
対称性により zs + zi 軸対称なゼロ点の軌跡が現れ，|0, 0〉の係数の振幅が上下することでゼ
ロ点が孤立点となり位相特異点が現れる．

G.5 SPDCで生成した 2光子対による 1次位相特異点発生
LGl=0,p=1 をポンプ光として SPDCで生成された 2光子対による 1次位相特異点が，前
節の結論に帰着することを示す．ポンプ光を LGビームとしたときの SPDCによる 2光子
生成のシグナル光子およびアイドラ光子による LGモード展開

cli,pi
ls,ps

=

∫
R2

dks
(2π)2

∫
R2

dki
(2π)2

uLGl,p (ks + ki, 0) exp

(
−αL‖ks − ki‖2

4kp

)
×
[
uLGls,ps

(ks, 0)
]∗[
uLGli,pi

(ki, 0)
]∗ (G.27)

は既に知られている [46]：

cli,pi
ls,ps

= Nπ2δl,ls+li

p∑
u=0

ps∑
s=0

pi∑
i=0

T p,l
u T ps,ls

s T pi,li
i

|l|∑
n=0

u∑
m=0

(
|l|
n

)(
u

m

)

×
u−m∑
f=0

m∑
v=0

(
u−m

f

)(
m

v

)
Γ(h)Γ(b)

Dd

HhBb 2F̃1

(
h, b, 1 + d,

D2

HB

) (G.28)

dB

Phase singularity

×

Positions of the same intensity and

opposite phase become isolated zero

points → Phase singularities

Isolated zero point condition:

P
h
a
se

Amp.

All zero points on curved line ≠ Phase singularity

Phase

図 G.2 動径モード ps, pi による 2重総和でなく，動径モードの組 (ps, pi) = (pn, pn̄)

での番号 n についてのみの総和を取るときの番号の割当てを表わした図．ボソンの対称
性から，ps と pi の入れ替えについて対称となるため同じ番号とし，和をとった．
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ただし，N は正規化係数，Γ(x)はガンマ関数，2F̃1(h, b, 1 + d,D2/(HB))は正規化された
超幾何関数であり，その他のパラメータは

T p,l
u :=

√
p!(p+ |l|)!

π

(
w√
2

)2u+|l|+1
(−1)p+uil

(p− u)!(|l|+ u)!u!
, (G.29a)

H :=
w2
p

4
+
w2
s
4

+
αL

4kp
, D := −

w2
p

4
+
αL

4kp
, (G.29b)

B :=
w2
p

4
+
w2
i
4

+
αL

4kp
, d := li +m− n− 2v, (G.29c)

h :=
2 + 2s+ l + li + 2(−f + u)− 2n− 2v + |ls|

2
, (G.29d)

b :=
2 + 2f + 2i+ li + 2m− 2v + |li|

2
(G.29e)

で与えられる [46]．
簡単のために，ws = wi = wp とする．このとき，表 4.1のパラメータと，式 (G.2)から図

G.3が得られる．図 G.3から係数の 2乗
∣∣cps,cpi

∣∣2 は，p0 として 0または 1を選択しても，
組 (p1, p1̄) = (0, 1)または (1, 0)の方が大きい．したがって，式 (G.26)が満たされ，LG0,1

のポンプ光を用いた SPDCで 1次位相特異点が発生したといえる．

図G.3 LGl=0,p=1のポンプ光を用いた SPDCによって生成された 2光子対の動径モー
ド (ps, pi)による展開．p0 = p0̄ の対角方向の成分は，p1 6= p1̄ (p1 + p1̄ 6= 2p0)の非対
角成分に比べ小さいため，1次位相特異点の発生条件を満たす．
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