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要旨
非線形シュレディンガー方程式 (Nonlinear Schrödinger equation) はその非線形性により解析が困

難である。グロス＝ピタエフスキー方程式 (上記の方程式の µ = 1のとき)は非線形方程式であるが

可積分系であり、Fülöp Tsutsui− δ 型相互作用する希薄な多体ボソン系や光ソリトンなどを記述す

る。今回、欠陥のあるリング上におけるグロス＝ピタエフスキー方程式の固有値を数値計算した。点

欠陥の接続条件として、Fülöp Tsutsui− δ 型　 (ψ+ = tψ−, tψ’+ − ψ′
− = vψ−)を選んだ。固有値

の準位は 3種類に分類でき、線形の方程式と同様に準位の交差、反発、ベリー位相、アンホロノミー

が観察された。線形にはみられない準位の消失、分岐も観察されたが、相空間を調べることにより準

位の消失は固有関数の変化、分岐は固定点からの湧き出しであると理解できた。また、得られた固有

値の安定性をソボレフ空間 H2 上での一次摂動論、作用汎関数解析により安定であることを示した。

欠陥のある開放系での NLS の ground state の存在とその安定性についても作用汎関数解析で議論

し、解が存在するパラメータの範囲と安定性を示した。断熱過程における準位反転も線形の場合と同

様にグロス＝ピタエフスキー方程式で確認した。
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1 緒論

　非線形シュレディンガー方程式 (Nonlinear Schrödinger equation) は、その非線形性から数学

的な解析が困難である。しかし、非線形方程式であるが可積分な方程式も存在し、グロス＝ピタエフ

スキー方程式 (Gross-Pitaevskii equation)はその一つである。この方程式はハートリー＝フォック

近似を用いてグロスとピタエフスキーによって導出され [1, 2]、短距離相互作用する希薄ボソン多体

系を記述している。GP方程式はボーズ＝アインシュタイン凝縮系のモデル方程式であると同時に、

渦糸の運動 [4]、スピンの歳差運動 [5]、光ファイバー中ソリトン波の運動 [6]等の様々な物理系に現

れる。NLSは通常の量子力学で扱われる線形方程式と異なる性質を持つと思われ、近年実験技術の

向上もあり [3]、一次系での研究が盛んになっている。先行研究により、GP方程式は物理的、数学的

に判明しているいくつかのことがある。まず、GP方程式はソリトン解を持つソリトン方程式の一つ

であるということである。ソリトンとは互いに衝突しても波形が崩れることなく進行する性質を備え

た波動であり、物理現象としては 1834年に J. S. Russellによって報告され、数学的には 1965年に

N. ZabuskyとM. D. Kruskalによって発見された。また、具体的に N個のソリトンを重ね合わせ

たような解、N-ソリトンの具体的な構成法として、I. M. Gelfandや B. M. Levitanらによって完成

された逆散乱法と、広田良吾が提唱したソリトン方程式の双線形化法がある。ソリトン方程式は無限

の保存量を持ち、佐藤幹夫によってソリトン方程式の解は Grassmann多様体上に存在するというこ

とがわかっている。1次元線上のソリトン解の安定性については Cazenaveらが議論し、詳細な結果

が得られている [8, 9, 10, 11]。

無限に長い線上での NLSの解についてはいくつか研究がなされていたが、一次元の有限の線と点か

らなる graphs 上での NLS の研究は近年まで行われていなかった。いくつかの興味深い性質が先行

研究で知られており [12, 13, 14, 15, 16]、大半の研究は様々なグラフのトポロジーに集中している。

グラフ上の点での一般的な接続条件はすでに線形シュレディンガー方程式で一部例外はあるものの

[19, 20]、非常によく知られている [17, 18]。

この論文では、NLSの解説とともに、フロップ筒井デルタ (Fülöp Tsutsui − δ)型点欠陥を課した

リング、線上での系の固有値とその安定性の議論を紹介する。またこの系の数値的な解析から得られ

た、順位交差や反発、新奇量子ホロノミーやベリー位相の存在について論じ、さらには線形系には見

られないエネルギー準位の一部消滅といった現象についても解説する。FT − δ 型は Fülöp Tsutsui

スケール因子と δ ポテンシャル強度の 2パラメータで表される点欠陥の接続条件である。FT − δ 型

は Fülöp Tsutsuiスケール因子は点欠陥での波動関数を自己共役に接続し、スケール不変の興味深

い性質を持つ [21]。一般的な自己共役接続条件は 4パラメータで記述されるが、今回はスタートアッ

プとして FT − δ 型を選択した。グラフ上における点欠陥の接続条件の詳しい議論はこの本 [22]の 5

章を読むと良い。非線形系でも線形系と同じようにベリー位相 [23]と新奇なタイプ [24]の量子ホロ

ノミーが現れることが分かった。また、接続パラメータ空間上で非線形系特有の泡構造準位を持つこ

とが分かった。

時間依存する NLS方程式は{
i∂tψ(t, x) = −∂xxψ(t, x) + g|ψ(t, x)|2µψ(t, x)
ψ(0) = ψ0

(1)
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で表される。ここで、ψ0 は初期値、µ > 0とする。方程式 (1)を積分型で表すと、

ψ(t, x) = eiHtϕ0 + iλ

∫ t

0

eiH(t−s)|ψ(s)|2µψ(s)ds, ψ0 ∈ D(H) (2)

となる。方程式 (1)の解として定常状態は、

ψ(t, x) = e−iEtϕ(x) (3)

であり、ϕω(x)は以下の方程式を満たす。

−ϕ′′(x) + g|ϕ|2µϕ = Eϕ (4)

また、作用汎関数は境界条件が自由接続のとき、以下のように定義する。

Sω(ϕ) =
1

2
||ϕ′||22 +

g

2µ+ 2
||ϕ||2µ+2

2µ+2 −
ω

2
||ϕ||22 = E(ϕ)− ω

2
M(ϕ) (5)

ただし、||ψ||p は

||ψ||p = (

∫
D

(ϕ∗ϕ)
p
2 dx)

1
p (6)

である。また、内積を (f, g)と表現する。

本論文では、方程式 (4) の解を Grillakis-Shatah-Strauss 理論を用いて安定性の議論を行う。

Grillakis-Shatah-Strauss 理論とはノルム M の制約条件下でのエネルギー E の最小化を考える、

つまりラグランジュの未定乗数法である。
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2 NLSの局所的なWell-Posednessと保存則

この章では、NLSの基本的な定理、初期値に対する解の一意性と質量 (チャージともいう)とエネ

ルギーの保存則を示す。

定理 1　初期値に対する局所的な解の一意性

任意の初期値 ψ0 に対して、ある時刻 T > 0が存在して、方程式 (1)を満たす唯一の解 ψ(x, t)が存

在する。

例えば、[19]に証明が載っている。

定理 2　マスとエネルギーの保存則

方程式 (1)を満たす任意の解 ψ(x, t)と時刻 tに対して、(5)で定義されたエネルギー E、質量M が

保存される。つまり、M(ψ(t)) =M(ψ0)、E(ψ(t)) = E(ψ0)となる。

証明

エネルギー E、質量M を時間 tで微分すると、
∂
∂tM(ψ) = 2Re[(ψ, ∂

∂tψ)] = 2Re[(ψ, iψ′′ + ig|ψ|2µψ)] = 2Re[(ψ′,−iψ′)] = 0
∂
∂tE(ψ) = Re[( ∂

∂tψ,−ψ
′′)]− g

µ+1Re[(
∂
∂tψ

µ+1, ψµ+1)] = Re[( ∂
∂tψ,−ψ

′′)]− gRe[(ψµ ∂
∂tψ,ψ

µ+1)]

= Re[( ∂
∂tψ, i

∂
∂tψ)] = 0

となる。よって、M(ψ(t)) =M(ψ0), E(ψ(t)) = E(ψ0)となる。

証明終了
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3 閉じた系での NLS

3.1 点欠陥のあるリング上の NLS

以下のような、長さ L = 2π の有限リング上の系 Rを考える。

R = [0, L) (7)

ここで、x = 0と x = Lがリングの端点であり同一視する。リングの端点に下記のような FT − δ 型

の接続条件を課す。

tΨ′(0+, t)−Ψ′(L−, t) = vΨ(L−, t)

Ψ(0+, t)− tΨ(L−, t) = 0, (8)

ここで、v と tは実数とする [21]。さらに、質量保存則を満たすため質量制約を課す。

M =

∫ L

0

dxΨ∗(x, t)Ψ(x, t), (9)

FT − δ 相互作用を記述するハミルトニアン演算子を領域

D(HFT−δ) = {Ψ ∈ H2(R− {0}) | Ψ(0+) = tΨ(L−), tΨ′(0+)−Ψ′(L−) = vΨ(L−)} (10)

で定義する。ここで、端点 x = 0、L 以外の作用は HFT−δΨ = −Ψ′′ とする。このとき、三次の

NLSは {
i∂tψ(t, x) = −∂xxΨ(t, x) + δFT−δ

(x,t) Ψ(t, x) + g|Ψ(t, x)|2Ψ(t, x)

Ψ(0) = Ψ0
(11)

となる。ただし、 g は実数、Ψ0 は初期値である。定常波解 Ψ(x, t) = ψ(x)e−i(Et−η0) を仮定する

と、以下の固有値方程式を得る。ただし、 E は実数で、 ψ は実関数とする。

HFT−δψ(x) + gψ3(x) = Eψ(x) (12)

定常波解を仮定することにより、接続条件 (8) と質量制約 (9)は時間に依存しない波動関数 ψ(x)を

用いて、

tψ′(0+)− ψ′(L−) = vψ(L−)

ψ(0+)− tψ(L−) = 0 (13)

M =

∫ L

0

dxψ∗(x)ψ(x) (14)

と表される。

固有値方程式 (12)と質量制約 (14)を満たす ψ(x)に対して、スケール変換 ψ̃ =
√
αψ、g̃ =

g

α
を行

なうと、ψ̃ は

−ψ̃′′(x) + g̃ψ̃3(x) = Eψ̃(x) (15)

と
∫ L

0
dxψ̃∗(x)ψ̃(x) = αM を満たす。故に、一般性を失わず質量M = 1と設定できる。
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3.2 楕円関数解

固有値方程式 (12) は可積分であり、両辺に ψ′(x)をかけて xで積分すると、

ψ′2(x) =
g

2
ψ4(x)− Eψ2(x) + 2c (16)∫

1√
(ψ2 − k2+)(ψ

2 − k2−)
dψ = ±

√
g

2
(x− x0) (17)

ここで、k± は

k± =

√
E

g

√
1±

√
1− 4gc

E2
, (18)

で定義され、c, x0 ∈ Rは任意積分定数である。左辺の積分は楕円積分と呼ばれ、最終的に ψ はヤコ

ビの楕円関数 sn 、cn と dnを用いて表される。g > 0、E > 0のときの固有関数は

ψ(x) = k−sn[

√
g

2
k+(x− x0),

k2−
k2+

] (0 ≦ c)、 (19)

ψ(x) =
k+

sn[

√
g

2
k+(x− x0),

k2−
k2+

]

(0 ≦ c ≦ E2

4g
) (20)

と

ψ(x) =
k+

cn[

√
g(k2+ − k2−)

2
(x− x0),−

k2−
k2+ − k2−

]

(c ≦ 0) (21)

のいずれかで表される。g > 0、E < 0のときの固有関数は

ψ(x) = k−sn[

√
g

2
k+(x− x0),

k2−
k2+

] (
E2

4g
≦ c)、 (22)

ψ(x) =
k−

sn[

√
g

2
k−(x− x0),

k2+
k2−

]

(0 ≦ c ≦ E2

4g
) (23)

と

ψ(x) =
k+

cn[

√
g(k2+ − k2−)

2
(x− x0),−

k2−
k2+ − k2−

]

(c ≦ 0) (24)

のいずれかで表される。g < 0、E > 0のときの固有関数は

ψ(x) = k+sn[

√
g

2
k−(x− x0),

k2+
k2−

]eiη0 (0 ≦ c) (25)

だけであり、c > 0のときは解がない。g < 0、E < 0のときの固有関数は

ψ(x) = k+cn[

√
−g(k2+ − k2−)

2
(x− x0),

k2+
k2+ − k2−

] (0 ≦ c) (26)
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もしくは、

ψ(x) = k+dn[

√
−g
2
k+(x− x0),

k2+ − k2−
k2+

] (
E2

4g
≦ c ≦ 0) (27)

で表され、c < E2

4g のときは解がない。最後に、g < 0、E = 0のときの固有関数は

ψ(x) =

√
2

g

1

x− x0
(28)

を得る。妥当な自己制約として接続条件 (13)、質量制約M = 1 (14)を課す、つまり t、v、M を与

えることにより、 非線形強度 g に対して数値的に取りうる x0、cと E の組み合わせを得ることを次

章以降で考える。また、線形極限 g = 0は三角関数を用いて可解であり、

ψ(x) = sin k(x− x0) (29)

ここで、初期位相は

x0 = −1

k
arctan

sin kL

t− cos kL
、 (30)

k =
√
E である。解は

t cos kL = 1±
√

1− cos kL
(
cos kL+

v

k
sin kL

)
(31)

となる。(31)より、関数として t = t(k, v)つまり、E = E(t, v)が得られる。
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3.3 相空間

図 1 は方程式 (16) から |g| = 1、|E| = 1 に固定し、いくつかの積分定数 c を固定して {ψ,ψ′}
空間を描いた。一つ一つの滑らかな曲線が固有値方程式 (12) の固有関数であり、方程式 (16) から

ψ = 0と ψ′ = 0に対して対称な曲線は同一視する。g > 0、E > 0のとき、固有関数は左右に”く”

の字の曲線、原点付近の楕円と上下に”W”の 3種類存在する。また、c = E2

4g のとき 3種類の解が接

合していて、特解であるダークソリトンやハートリー解を表している。g > 0、E < 0のとき、固有

関数は左右に”く”の字の曲線、原点付近の楕円と上下に”U”の 3種類存在する。このときも c = E2

4g

のとき 2種類の解が接合している。g < 0、E > 0のとき、固有関数は原点付近の楕円の 1種類のみ

存在する。g < 0、E < 0 のとき、固有関数は (ψ,ψ′) = (±1, 0) 付近の楕円と瓢箪型の 2 種類存在

し、(ψ,ψ′) = (±1, 0)から楕円型の解が湧き出しているように観察される。このときも c = 0のとき

2種類の解が接合している。

-3 -2 -1 1 2 3
Ψ

-3

-2

-1

1

2

3
Ψ ′

(g > 0, E > 0)

-3 -2 -1 1 2 3
Ψ

-3

-2

-1

1

2

3
Ψ ′

(g > 0, E < 0)

-3 -2 -1 1 2 3
Ψ

-3

-2

-1

1

2

3
Ψ ′

(g < 0, E > 0)

-3 -2 -1 1 2 3
Ψ

-3

-2

-1

1

2

3
Ψ ′

(g < 0, E < 0)

図 1 それぞれの (g, E)における相空間 {ψ,ψ′}
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3.4 固有値の数値解析

3.4.1 非線形性とエネルギー準位

これまでの章で詳説した方法により、ニュートン法を用いてエネルギー固有値を数値計算した。図

2は欠陥の接続条件パラメータを t = 1, v = 0、つまり自由接続の条件で非線形強度 g の関数として

エネルギー固有値を表している。全てのエネルギー準位が gに対して単調に増加している。非線形系

の特徴として、エネルギー準位の交差と分岐が見られる。図中のエネルギー準位は 2パターンに分け

られる。一つは固有関数 (19)、(22)、(25)と (26)、もう一方は固有関数 (20)、(21)、(23)、(24)と

(27) で得られる。図 2 の原点を通る直線は前者に属し、g = −π で分岐が発生する。非線形性 g が

増加するにつれてエネルギー固有値も増加しているので、二倍振動、三倍振動の波動関数も接続条

件 (13)と質量制約M = 1を満たす、つまり図 2の任意の非線形強度とエネルギー (g,E)に対して、

(n2g, n2E)も条件 (13)とM = 1を満たす。

-10

-5

0

5

10

E

-20 -10 0 10 20

g

t=1 v=0

図 2 自由接続条件 (t = 1, v = 0)でのエネルギー準位

自由接続条件でのエネルギー固有値を、複素数値関数まで方程式 (12)の解を広げて計算結果を図

3に示した。図 3に示した青いエネルギー準位は複素数値固有関数であるハートリー解を持ち、確率

密度流速を持つ。また、図 3から 3つのエネルギー準位列が存在することがみて取れる。
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-10

-5

0

5

10

E
-20 -10 0 10 20

g

t=1 v=0

図 3 (赤線:流速無　青線:流速有)自由接続条件 (t = 1, v = 0)でのエネルギー準位

3.4.2 接続条件パラメータとエネルギー準位:線形

非線形強度 gと δ 強度パラメータ v を固定して、接続条件パラメータ tの関数としてエネルギー固

有値 E を計算した。まずは、非線形の場合と比較するために線形 (g = 0)の場合のエネルギー構造

をみる。結果は図 4に示した。ただし、縦軸は sgn(E)
√

|E|にスケール変換したエネルギー固有値、
横軸は 2 arctan (t)にスケール変換した接続条件パラメータとする。δ 強度パラメータ v はぞれぞれ

左図、右図、中央図と v = −1、0、1に固定した。v = 0のとき、t = −1と t = 1で準位交差が起き

ている。準位交差は流速の向きが右回りと左回りがあるため起きている。v ̸= 0のとき、t = −1と

t = 1付近で準位反発が起きている。
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図 4 線形系 (g = 0)でのそれぞれの v におけるエネルギー準位

3.4.3 接続条件パラメータとエネルギー準位:非線形

非線形系において、接続条件パラメータ tの関数としてエネルギー固有値 E を計算した。g = 5に

おける結果を図 5に、g = −5における結果を図 6に示した。図の様式は図 4と同じ様式で描かれて

いる。それぞれ δ 強度 v = −1(左図)、0(中央図)、1(右図)における t− E 平面上のエネルギー固有

値を描いた。

非線形強度 g = 5のとき (図 5)、エネルギー準位が線形のとき (図 4)と比べて少し崩れ全体的に上

方にシフトしている。すべての解は E > 0の範囲にあるため、固有関数 (19)、(20)と (21)から得ら

れる。(t, v) = (1, 0)と (−1, 0)での準位交差は変わらず存在し、v ̸= 0のとき、準位交差点周りでの

準位反発も見られた。線形系 (g=0)と大きく異なる点はエネルギー準位が突然消失することである。

固有関数 (19)から計算したエネルギー固有値は消失しており、消失した点に対応する tを超えると、

条件が c > E2

4g となり解が存在しない。図 6 は g = −5 のときのエネルギー準位を示している。エ

ネルギー準位が線形のとき (図 4)と比べて少し崩れ、全体的に下方にシフトしている。この系でも、

(t, v) = (1, 0)と (−1, 0)での準位交差は変わらず存在し、v ̸= 0のとき、準位交差点周りでの準位反

発も見られた。g が正のときとは違い、g = −5のときは準位消失は存在しない。代わりに v < 0の

とき、t− E 平面上で特徴的なリング状のエネルギー準位が見られた。リング状のエネルギー準位は

図 3の原点を通る準位に対応していて方程式 (27)から得られる。一方で、他のエネルギー準位は固
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図 5 非線形系 (g = 5) でのぞれぞれの v におけるエネルギー準位　図中の t ∼ 1&t ∼ ∞ の付

近に孤立点があることに注意

有関数 (25)と (26)から得られる。三次元空間 t− v − E 上で、リング状のエネルギー準位は泡状構

造をしており、その他通常のエネルギー準位と一点 (t, v) = (1, 0)で接続している。最後に注目すべ

き構造として、最も低いエネルギー準位は t = 0 軸に対してほぼ対称に現れている。ほぼ対称であ

り、右側の準位がわずかに低い。
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図 6 非線形系 (g = −5)でのぞれぞれの v におけるエネルギー準位

3.5 量子ホロノミー

3.5.1 ベリー位相の存在

パラメータ空間 {t, v}上でエネルギーが縮退している点周りの閉じた経路を考える。シュレディン
ガー方程式が与える系において、パラメータサイクルを経路に沿って断熱的に動かし初期の点に帰っ

てきたとき、波動関数に関して非自明な位相が現れることをベリーが証明している [23]。NLSでも

類似現象が起こるかどうかを確かめた。 それぞれ縮退点 (t, v) = (1, 0)と (t, v) = (−1, 0)周りの波

動関数の断熱変化図 (図 7、図 8)によりベリー位相が存在することが示せた。しかし、通常のエネル

ギー準位とリング上のエネルギー準位との縮退点周りでは、ベリー位相は存在しなかった。
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図 7 g = 5での (t, v) = (−1, 0)周りの様々なパラメータでの波動関数　 ベリー位相 eiπ

が存在することが示されている。
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図 8 g = −5での (t, v) = (−1, 0)周りの様々なパラメータでの波動関数　 ベリー位相 eiπ

が存在することが示されている。

3.5.2 エキゾチックな量子ホロノミー

パラメータサイクルに沿った断熱過程によって引き起こされるのはベリー位相だけでなく、異なる

エネルギー固有値への遷移も引き起こされることが知られている。この現象はエキゾチックな量子ホ

ロノミーとして知られている [24]。図 9 では異なる非線形強度 g に対して、スケール不変パラメー

タを t = 1固定して δ-強度 v の関数として、NLSの数値計算したエネルギー固有値を示した。条件

v = ∞と v = −∞は特別な値で、切断されたディリクレ境界条件を意味している。故に、図 9の左

と右の端は同一視でき、左端 v = −∞から右端 v = ∞への過程はサイクルとみなせる。それぞれの
グラフでエキゾチックな量子ホロノミーの存在を確認できる。異なる非線形強度 g における 3系で、

Ground stateと第一、第三、第五励起状態は断熱過程 v = −∞ → v = ∞によりエネルギー遷移を
得る。故に、通常の線形シュレディンガー方程式と同じようにエキゾチックな量子ホロノミーが存在

することを示した。
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図 9 t = 1に固定したそれぞれの g での非線形系のエネルギー準位

3.6 固有状態の安定性

前章までに計算したエネルギー固有値に対応する固有関数の安定性を Grillakis-Shatah-Strauss理

論で議論する。Grillakis-Shatah-Strauss理論は質量制約条件下でエネルギー最小値問題を扱う、つ

まりラグランジュ未定乗数法である。作用汎関数 Sω を

Sω(ψ) =
1

2
(||ψ′||22 + v|ψ(L−)|2) +

g

4
||ψ||44 −

ω

2
||ψ||22 = E(ψ)− ω

2
M(ψ). (32)

で定義する。−ω
2 が未定乗数である。ψ が S′

ω(ψ) = 0 満たすとき、ψ は方程式 (12) の固有関数で

あり、ω はエネルギー固有値となる。よって、方程式 (12)を満たす ψ は作用汎関数の極値となる。

S′
ω(ψ)は Nehari多様体 Iω(ψ)とも呼ばれる。ここで微分はフレチェット微分とする。

Iω(ψ) = (HFT−δψ + g|ψ|2ψ − ωψ, ψ) (33)

Sω を二回微分すると、

S′′
ω = (w,w′′)− ω(w,w) + 2g(ψw,ψw) + gRe[(ψµ+1, w2ψµ−1)] (34)

となる。しかし、質量制約から ψ 近傍の ψ + swは (ψ + sw, ψ + sw) = (ψ,ψ)を満たしている。質

量変化のない方向の近傍で計算すると、以下を得る。

S′′
ω = (w,w′′)− ω(w,w) + g(ψw,ψw). (35)
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さらに計算を行うと、

S′′
ω =

∫ L

0

ψ2((
p

ψ
)′2 + (

q

ψ
)′2)dx ≥ 0, (36)

となる。ただし、w=p+iqであり、p,qは実関数とする。被積分関数は発散しないので、ψ(x) = 0と

なる xがあっても上記は成り立つ。故に、Grillakis-Shatah-Straussから前節までで求めた固有関数

は作用汎関数の極小値となり、方程式 (12)を満たす ψ は安定である。
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4 開放系での NLS

4.1 点欠陥のある線上の NLS

以下のような、長さ無限線上の系 Rを考える。ここで、原点に下記のような FT − δ 型の接続条件

を課す。

tΨ′(0+, t)−Ψ′(0−, t) = vΨ(0−, t)

Ψ(0+, t)− tΨ(0−, t) = 0, (37)

v と tは実数とする [21]。さらに、質量保存則を満たすため質量制約を課す。

M =

∫ ∞

−∞
dxΨ∗(x, t)Ψ(x, t), (38)

FT − δ 相互作用を記述するハミルトニアン演算子を領域

D(HFT−δ) = {Ψ ∈ H2(R− {0}) | Ψ(0+) = tΨ(0−), tΨ′(0+)−Ψ′(0−) = vΨ(0−)} (39)

で定義する。ここで、原点 x = 0以外の作用は HFT−δΨ = −Ψ′′ とする。このとき、NLSは{
i∂tψ(t, x) = −∂xxΨ(t, x) + δFT−δ

(x,t) Ψ(t, x) + g|Ψ(t, x)|2µΨ(t, x)

Ψ(0) = Ψ0
(40)

となる。ただし、 g は実数、Ψ0 は初期値である。定常波解 Ψ(x, t) = ψ(x)e−i(Et−η0) を仮定する

と、以下の固有値方程式を得る。ただし、 E は実数で、 ψ は実関数とする。

HFT−δψ(x) + g|ψ|2µ(x) = Eψ(x) (41)

定常波解を仮定することにより、接続条件 (37) と質量制約 (38)は時間に依存しない波動関数 ψ(x)

を用いて、

tψ′(0+)− ψ′(0−) = vψ(0−)

ψ(0+)− tψ(0−) = 0 (42)

M =

∫ ∞

−∞
dxψ∗(x)ψ(x) (43)

と表される。

4.2 固有状態の存在

固有値方程式 (41) は可積分であり、両辺に ψ′(x)をかけて xで積分すると、

ψ′2(x) =
g

2
ψ4(x)− Eψ2(x) + 2c (44)
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となる。c ∈ R は積分定数とする。ここで、方程式 (44) から線 (R) 上でノルムを定義するために
は、g < 0、E < 0、c = 0 でなければならないことがわかる。さらに計算を進めると固有関数は

ω = −E、λ = −g とすると、

ψω(x) =

{
±λ−

1
2µ (µ+ 1)

1
2µω

1
µ cosh−

1
µ [µ

√
ω(x− x+)] x > 0

λ−
1
2µ (µ+ 1)

1
2µω

1
µ cosh−

1
µ [µ

√
ω(x− x−)] x < 0.

(45)

のみであることがわかる。

4.3 固有状態の特徴

前説で定義した ψω は方程式 (42)と (43)を満たすので、 −ψ′′ − λ|ψ|2µψ + ωψ = 0, x ̸= 0, ψ ∈ H2(R− {0})
ψ(0+) = tψ(0−) t ̸= 0

tψ′(0+)− ψ′(0−) = vψ(0−).
(46)

つまり、 
T+ =

1

t2
(T− +

v√
ω
)

T 2
−

1− 1
t2µ

−
T 2
+

t2µ − 1
= 1

(47)

となる。ただし、 T± = tanh(µ
√
ωx±)である。

|t| > 1のとき、

• もし ω ≤ v2

(t2+1)2 であれば、系 (47)は解を持たない。;

• もし v2

(t2+1)2 < ω ≤ v2

(t2−1)2 であれば、 系 (50)は解を一つ持ち、;

ψ
x+,x−
ω が存在し、以下のようになる。

x+ =
1

2µ
√
ω
log(

1− t2µ+4 − t2µ+2 v√
ω
+

√
(1− t2µ+4)(1− t2µ) + t2µ v2

ω

1− t2µ+4 + t2µ+2 v√
ω
−

√
(1− t2µ+4)(1− t2µ) + t2µ v2

ω

) (48)

x− =
1

2µ
√
ω
log(

1− t2µ+4 − v√
ω
+ t2

√
(1− t2µ+4)(1− t2µ) + t2µ v2

ω

1− t2µ+4 + v√
ω
− t2

√
(1− t2µ+4)(1− t2µ) + t2µ v2

ω

) (49)

• もし v2

(t2−1)2 < ω であれば、 系 (47)は解を二つ持ち、;

ψ
x+,x−
ω と ψ

x′
+,x′

−
ω が存在し、以下のようになる。

x+ =
1

2µ
√
ω
log(

1− t2µ+4 − t2µ+2 v√
ω
+

√
(1− t2µ+4)(1− t2µ) + t2µ v2

ω

1− t2µ+4 + t2µ+2 v√
ω
−

√
(1− t2µ+4)(1− t2µ) + t2µ v2

ω

) (50)

x− =
1

2µ
√
ω
log(

1− t2µ+4 − v√
ω
+ t2

√
(1− t2µ+4)(1− t2µ) + t2µ v2

ω

1− t2µ+4 + v√
ω
− t2

√
(1− t2µ+4)(1− t2µ) + t2µ v2

ω

) (51)
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x′+ =
1

2µ
√
ω
log(

1− t2µ+4 − t2µ+2 v√
ω
−

√
(1− t2µ+4)(1− t2µ) + t2µ v2

ω

1− t2µ+4 + t2µ+2 v√
ω
+

√
(1− t2µ+4)(1− t2µ) + t2µ v2

ω

) (52)

x′− =
1

2µ
√
ω
log(

1− t2µ+4 − v√
ω
− t2

√
(1− t2µ+4)(1− t2µ) + t2µ v2

ω

1− t2µ+4 + v√
ω
+ t2

√
(1− t2µ+4)(1− t2µ) + t2µ v2

ω

). (53)

|t| < 1のとき、

• もし ω ≤ v2

(t2+1)2 であれば、 系 (47)の解は存在しない。;

• もし v2

(t2+1)2 < ω ≤ v2

(t2−1)2 であれば、 系 (47)は解を一つ持ち、;

ψ
x+,x−
ω が存在し、以下のようになる。

x+ =
1

2µ
√
ω
log(

1− t2µ+4 − t2µ+2 v√
ω
−

√
(1− t2µ+4)(1− t2µ) + t2µ v2

ω

1− t2µ+4 + t2µ+2 v√
ω
+

√
(1− t2µ+4)(1− t2µ) + t2µ v2

ω

) (54)

x− =
1

2µ
√
ω
log(

1− t2µ+4 − v√
ω
− t2

√
(1− t2µ+4)(1− t2µ) + t2µ v2

ω

1− t2µ+4 + v√
ω
+ t2

√
(1− t2µ+4)(1− t2µ) + t2µ v2

ω

). (55)

• もし v2

(t2−1)2 < ω であれば、 系 (47)は解を二つ持ち、;

ψ
x+,x−
ω と ψ

x′
+,x′

−
ω が存在し、以下のようになる。

x+ =
1

2µ
√
ω
log(

1− t2µ+4 − t2µ+2 v√
ω
−

√
(1− t2µ+4)(1− t2µ) + t2µ v2

ω

1− t2µ+4 + t2µ+2 v√
ω
+

√
(1− t2µ+4)(1− t2µ) + t2µ v2

ω

) (56)

x− =
1

2µ
√
ω
log(

1− t2µ+4 − v√
ω
− t2

√
(1− t2µ+4)(1− t2µ) + t2µ v2

ω

1− t2µ+4 + v√
ω
+ t2

√
(1− t2µ+4)(1− t2µ) + t2µ v2

ω

) (57)

x′+ =
1

2µ
√
ω
log(

1− t2µ+4 − t2µ+2 v√
ω
+

√
(1− t2µ+4)(1− t2µ) + t2µ v2

ω

1− t2µ+4 + t2µ+2 v√
ω
−

√
(1− t2µ+4)(1− t2µ) + t2µ v2

ω

) (58)

x′− =
1

2µ
√
ω
log(

1− t2µ+4 − v√
ω
+ t2

√
(1− t2µ+4)(1− t2µ) + t2µ v2

ω

1− t2µ+4 + v√
ω
− t2

√
(1− t2µ+4)(1− t2µ) + t2µ v2

ω

). (59)

4.4 固有状態の安定性

3.6 と同じように固有関数の安定性を Grillakis-Shatah-Strauss 理論で議論する。作用汎関数 Sω

を

Sω(ψω) =
1

2
(||ψ′

ω||22 + v|ψω(0−)|2)−
λ

2µ+ 2
||ψω||2µ+2

2µ+2 +
ω

2
||ψω||22 = E(ψω) +

ω

2
M(ψω) (60)
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で定義する。今、Sω を計算すると、

Sω(ψ
x+,x−
ω ) =

ω
1
2+µ(µ+ 1)

1
µ

2λ
1
µ

[

∫ 1

−1

(1− τ2)
1
µ dτ +

∫ T+

T−

(1− τ2)
1
µ dτ ] (61)

となる。
v2

(t2−1)2 < ω のとき、系 (47)は二つの解、二つのエネルギー準位を持つ。

また、T+ − T− < T ′
+ − T ′

− より、Sω(ψ
x+,x−
ω ) < Sω(ψ

x′
+,x′

−
ω )となり、ψx+,x−

ω が Ground stateと

なる。ただし、T ′
± = tanh(µ

√
ωx′±)である。

定理 3

ω > v2

(t2+1)2、0 < µ < 2、v < 0のとき、定義された ψω が質量制約M [ψω] =M0 を満たすような ω

がただ一つ存在する。

証明

M [ψω]を ω で微分すると以下を得る。

dM

dω
= (

µ+ 1

λ
)

1
µ
ω

1
µ− 3

2

µ
((
1

µ
−1

2
)(

∫ 1

T+

(1−T 2)
1
µ−1dT+

∫ T−

−1

(1−T 2)
1
µ−1dT )− v

2
√
ω
((1−T 2

−)
1
µ−1(

|t|2t2µ − t2

T+

T−
− |t|2t2µ

+1))。

(62)

このとき |t| > 1、0 < µ < 2、v < 0ならば、

dM

dω
> (

µ+ 1

λ
)

1
µ
ω

1
µ− 3

2

µ
((
1

µ
−1

2
)(

∫ 1

T+

(1−T 2)
1
µ−1dT+

∫ T−

−1

(1−T 2)
1
µ−1dT )− v

2
√
ω
((1−T 2

−)
1
µ−1(

t2 − 1

|t|2t2µ − 1
)) > 0

(63)

となり、|t| < 1、0 < µ < 2、v < 0ならば、

dM

dω
> (

µ+ 1

λ
)

1
µ
ω

1
µ− 3

2

µ
((
1

µ
−1

2
)(

∫ 1

T+

(1−T 2)
1
µ−1dT+

∫ T−

−1

(1−T 2)
1
µ−1dT )− v

2
√
ω
((1−T 2

−)
1
µ−1(

1− t2

1− |t|2t2µ
) > 0

(64)

となる。よって、(63)、(64)より質量M [ψω]は ω に対して単調増加関数となる。

つまり、ω > v2

(t2+1)2、0 < µ < 2、v < 0のとき、定義された ψω が質量制約M [ψω] =M0 を満たす

ような ω がただ一つ存在する。

証明終了

ただし、dM
dω > 0 が示せば良いので、条件 0 < µ < 2、v < 0 は緩くすることができる。ここで、

lim
ω→ v2

(t2+1)2
+0
M [ψ

x+,x−
ω ] = 0より、

lim
ω→ v2

(t2−1)2
+0
M [ψ

x′
+,x′

−
ω ] = ( (µ+1)ω

λ )
1
µ 1

µ
√
ω

∫ 1

−1
(1−T 2)

1
µ−1dT +

∫ T+

T−
(1−T 2)

1
µ−1dT =M∗ とお

くと、任意の 0 < M0 < M∗ に対して、ψx+,x− がM [ψω] = M0 を満たすような ω が唯一存在し、

任意のM0 > M∗ に対して、ψx+,x− がM [ψω] =M0 を満たすような ω が二つ存在する。

節 3.6と同じように方程式 (46)は作用汎関数 Sω の極値となっている。Sω を二回微分すると、

S′′
ω = (w,w′′) + ω(w,w) + 2g(ψw,ψw) + gRe[(ψµ+1, w2ψµ−1)] (65)

21



となるが、質量制約から ψ 近傍の ψ + swは (ψ + sw, ψ + sw) = (ψ,ψ)を満たしている。質量変化

のない方向の近傍で再計算すると、以下を得る。

S′′
ω = (w,w′′) + ω(w,w) + g(ψw,ψw). (66)

さらに計算を行うと、

S′′
ω =

∫ ∞

−∞
ψ2((

p

ψ
)′2 + (

q

ψ
)′2)dx ≥ 0, (67)

ただし、w=p+iqであり、p,qは実関数とする。故に、Grillakis-Shatah-Straussから前節までに求

めた固有関数は作用汎関数の極小値となり、方程式 (46)を満たす ψ は安定である。

5 結論

本論文では、点欠陥に 2パラメータで表される FT − δ 型の接続条件を課したリング、線上におけ

る NLSの固有値をニュートン法により数値計算した。自由接続を課したリングでは、任意の非線形

強度 g において点 (t, v) = (1, 0)と (t, v) = (−1, 0)で縮退が起きていることが分かった。縮退点周

りの断熱接続パラメータサイクルではベリー位相 eiπ が存在した。また、δ-強度 v の v = −∞から
v = ∞の断熱サイクルではエネルギー準位のがシフトする新奇量子アンホロノミーが現れた。接続
パラメータ空間でのエネルギー準位の一部消失や泡状構造という線形系には現れない非線形系特有の

現象も特定できた。Grillakis-Shatah-Strauss理論により、リング上で数値計算した固有関数は安定

であることも示した。開放系である線上の NLSの固有関数はソリトン解のみであり、FT − δ 型の

接続条件下での固有値を厳密に求めた。FT − δ 型の接続条件下では初期値のノルムによって 2準位

系が現れることがわかった。また、こちらの系でも、Grillakis-Shatah-Strauss理論により固有関数

の安定性を議論し、0 < µ < 2、v < 0のとき固有関数は安定であることを示した。また、本研究の

内容の一部はすでに出版されている [25]。断熱過程による準位反転の検証は現在進行中であるが、準

位反転するパラメータが存在することは確認できている。
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